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Anderungshistorie

e Dez. 2020:
Web- und Email-Adresse aktualisiert.

e Juni 2020:

Kapitel beginnen nun immer auf der linken Seite. Dies ist fir das kapitelweise Kopieren
von 2 Seiten auf einer Blattseite vorteilhafter.

e Januar 2020:
Fehlerberichtigungen

e Juni 2019:
Neu: Gaufische Dichtefunktion und Normalverteilung, s. Seite [63]
Neu: Stochastische Matrizen (Abitur 2021), s. Seite [60)

o Mai 2019:
Kleinere Fehler vorwiegend im Stochastik-Kapitel eliminiert.

Kapitel Kombinatorik tiberarbeitet.

o Marz 2019:
Neu: Stiickweise definierte Funktionen, s. Seite
Neu: Finden einer Grenze einer Integralfunktion, s. Seite [A7]
Neu: Tipps im ersten Kapitel, s. Seite
Neu: Numerisches Bestimmen von Extremstellen, s. Seite (0]
Technische Tipps aus dem Schulalltag hinzugefiigt, s. Seite Diese lagen bisher als
separate Dateien vor.
o Februar 2019:
Abiturbeispiel ergianzt um Aufgabentyp aus 2018, s. Seite [63]

Seitenplatz und Layout optimiert. Diverse Schreibfehler korrigiert. Titelbild erneuert.

e Januar 2019:
Umsetzung des Dokumentes auf IXTEX.
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Vorwort

Diese Unterlage, die seit 2014 immer wieder erweitert wurde, dient Schiilerinnen und Schiilern
(aber auch Lehrern), sich mit den in der gymnasialen Oberstufe und im Abitur erwarteten
Aufgabenstellungen und Techniken selbstédndig auseinanderzusetzen.

Gleichzeitig konnen hier bereits bekannte Vorgehensweisen zur Wiederholung noch einmal
nachgeschlagen werden.

Die einzelnen Beispiele habe ich im Laufe der Zeit fiir meinen Unterricht am Berufskolleg
Volksgartenstrafie in Monchengladbach entwickelt und hier nun zusammengestellt.

Die Aufgabenstellungen haben oft einen wirtschaftlichen Bezug, sind jedoch leicht auf andere
Bereiche iibertragbar. Im letzten Abschnitt sind besondere Aufgabentypen aus dem Abitur im
Wirtschaftsgymnasium NRW aufgefiihrt, die in den allgemeinen Problemstellungen zuvor noch
nicht aufgetreten sind.

Alle Beispiele laufen ab Version 4.5.0.1180 des TI-Nspire™ Betriebssystems. Befehle bzw.
Eingaben sind fett gedruckt.

Das Tutorial wird sténdig korrigiert und erweitert. Achten Sie daher bitte auf das Datum am
unteren Rand der Seiten.

Ich winsche Ihnen viel Erfolg bei der Arbeit mit diesen Anleitungen und freue mich iiber jede
konstruktive Kritik.

Michael Heinen

Monchengladbach, Januar 2019
heinen-mg@e-mail.de

Dieses Dokument mit allen Inhalten ist lizenziert unter CC-BY-NC-ND 4.0/d.h. Teilen ist erlaubt
bei Namensnennung, nicht-kommerzieller Nutzung und keiner Bearbeitung.

Die genauen Bedingungen finden Sie wunter dem folgenden Link E@®SE
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.de .
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1 Grundsatzliches zum Arbeiten mit dem

TI-Nspire™
1.1 Das Scratchpad

Fiir kurze Berechnungen oder Funktionsdar-
stellungen kann man das Scratchpad (=

»Schmierblock*) lﬂ verwenden.

# | A |Scratchpad < L

Die Eintrége hier konnen aber nicht gespei-
chert werden und es steht nur die ,,Calculator®-
und die ,,Graphs“-Anwendung zur Verfiigung.

Mo6chte man mehr wie z. B. Tabellen, Lis-
ten oder sogar Experimente auswerten, so emp-
fiehlt es sich mit Dokumenten zu arbeiten.

1.2 Das Dokument

Insbesondere Hausarbeiten muss man in Doku-
menten abspeichern, da die Arbeit sonst verlo-
ren gehen kann.

Wir beginnen mit einem neuen Dokument. . .

[on] 1 ,,Neues Dokument*

2] Eigene Dateien

EIUIS] o] LY

... und werden nach dem Typ der ersten Seite
gefragt. Wir wihlen z. B. eine Calculator-Seite.
Hier wird nun gerechnet oder auch Variablen
oder Funktionen definiert.
= = 1:Calculator hinzufugen

21 2:Graphs hinzufligen
=4 3:Geometry hinzufugen
" |4iLists & Spreadsheet hinzuflgen
1'15:Data & Statistics hinzufugen
6:Notes hinzufligen
47 Vernier DataQuest™ hinzufligen
menu dricken

K

Eingabe: 3 — 2 / 3 [enter]

*Nicht gespeicherte —

a.=5 5
k
a-2 3

~

Normalerweise rechnet der GTR immer ge-



nau mit Brichen (1. Zeile). Méchte man ei-
ne numerische Néherung (,FlieBkommazahl®)
so muss man statt [enter] nun [crtl][enter| fiir
yungefahr gleich® driicken (2. Zeile).

Man kann auch Variable definieren (3. Zeile)
und mit diesen weiter rechnen (4. Zeile).

Nun erstellen wir eine neue Seite (man kénn-
te aber auch auf der alten weiterarbeiten).

Dazu driicken wir auf
[doc] — 4: Einfiigen — 3:
einfiigen.

,Calculator*

Wir sehen, dass die neue Seite die Nummer
1.2 bekommen hat.

Nun definieren wir zwei Funktionen.

Das ,,a“ in g(x) wird von der vorherigen Seite
iibernommen!

Nun fiigen wir eine Graphs-Seite hinzu.

Dazu driicken wir auf
[doc]- 4: Einfiigen - 4 ,,Graphs* einfiigen. . .

:*nm (R > *Nicht gespeicherte <= {ﬂm

L1 72(e)=s(x)

| %- |

. und tragen hinter f1(x) f(x) ein und be-
stitigen mit [enter].

Um die zweite Funktion einzutragen,
driicken wir die [tab] —Taste, geben hinter
f2(x) g(x) ein und bestatigen wieder mit
[enter].

' AR »  *MNichtgespeichere <= -ﬂ"ﬂ

L r2e)=gle)

| S

Nun sollten wir beide Funktionen sehen.

1.2 Das Dokument

L efll <

' 1.3 |I *Nicht gespeicherte —

1 fl{\‘) f(r

;g( Jw

)

l 867 T

Tipp: Zum besseren ablesen von Koordinaten
kann man das Koordinaten-Gitter einblenden
lassen.

[menu]- 2: Ansicht — 6: Gitter — 3: Li-

niertes Gitter
T

R 1: Aktionen

1 Gratil

2: Ebenengeometrie
qd 3 3D—Darstellungen
A\ L. 4: Analytis s Fenster ausblenden
L. 5: Achsen ausblenden

-6.67 1

[

Alle Seiten beginnen bisher mit ,, 1. Dies
steht fiir ,,Problem* 1.

Alle Variablen behalten innerhalb eines Pro-
blems ihre Giiltigkeit. Wenn nun z. B. die Va-
riable ,,a“ gedndert wird, dndert sich auch g(x)
und damit der Graph von g(x).

Dazu ,,Blattern® wir zuriick auf Seite 1.2 mit
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1 Grundsétzliches zum Arbeiten mit dem TI-Nspire

[ctr]] und den 4 (Cursor nach links).

CAPS SO+ clear

ctrl | 1t shift [ var | [ del |
[2=r @ = whe
I | T I U I T I T N | 1

?{x):=-0.5'x+5 Fertig
g(x):=x-a Ferfig
a.=-2 2
|
A

und wechseln auf die Seite 1.3 nach
rechts.

m| 1.3 |P *Nicht gespeicherte =

i)

1 £1(x)=flx)
SR
1 10
-6.67°T

Nun lautet die Funktion
gz)=x—a=z—(-2)=x+2

Und diese ist auch eingezeichnet.

Mochte man eine neue Aufgabe bearbeiten,
sollten alle bis jetzt benutzen Variablen ihr
Giiltigkeit verlieren.

Dies erreicht man einfach, in dem man ein
neues Problem einfiigt.

[doc] — 4: Einfiigen — 1: Problem einfii-
gen

P  *Micht gespeicherte = mn

Dok1; Proble

1:Datei  |2; Seite (Ctrl+l)
2/ Bearbelly, eojeylator
3: Ansicht 4. Graphs
4: Einfugen 5. Geometry
to | 5t Seitenlayg, | ists & Spreadsheet

6: Bibliothel7: Data & Statistics
7 Einstellulg: Notes

B: Anmeldy9; Vernier DataQuest™
iy, o
@ 9: Press—tda. programmeditor 2

Auf einer neuen Calculator Seite 2.1 (2. Pro-
blem — 1. Seite!) bekomme wir sofort eine Feh-
lermeldung, wenn wir a abfragen:

e

| b *Nicht gespeicherte <

[~
a "Fehler Variable ist nicht definiert" H

Denn ,a“ ist bis jetzt nur innerhalb des Pro-
blems 1 definiert.

Die folgenden Beispiele werden immer in ei-
nem Dokument gerechnet!

Zwischendurch und zum Schluss kann man
das Dokument noch speichern. Hier wurde der
Name ,einfuehrung” gewahlt.

[doc]- 1: Datei -5: ,,Speichern unter. . . *

Speichern in:l Eigene Dateien J & & |
Name Typ Grole

[ Backups Ordner e
|7 Beispiele Qrdner
[ Bilder Ordner
|75 Downloads Ordner ~
Dateiname: | einfuehrung |

[ ‘Speichem‘ ‘Abbruch“

Hat man das Dokument einmal gespeichert,
kann man es mit [doc]- 1: Datei — 4: Speichern
zwischendurch sichern, ohne den Namen noch
einmal eingeben zu miissen.

Um nun spéter das Dokument wieder zu 6ff-
nen, geht man wie folgt vor.

[doc] — 1. Datei — 2: Dokument 6ffnen
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Nicht gespeicherte —

Dokumente
1: Neues Dokument
2: Dokument offnen
3: Schlielen

4: Speichern
S5: Speichern unter. .,

6: Senden

7: Copyright-Informationen anzeigen
g Anmeldung...

@ 9: Press—to-Test b

1.3 Im Berechnen-Menti zurechtfinden
4 1 Aktionen

r-n.f- B X
%rs 2 Zahl ’
3 Algebra ’

4 Analysis ’
5 Wahrscheinlichkeit ’
. 6 Statistik ’
7 Matrix und Vektor ’
R »
9 ’

J

E‘L

T A8

=y

Finanzen

|
be
8 9 Funktionen und Programme

. mit der ,Pfeil runter“-Taste scrollen bis
man die gewiinschte Datei gefunden hat. ..

Name

4| Groke
7' Screenshots OK[Al
[ stapel 0K
[ wiederherstellen 0K

[ wWarterbuch

| einfuehrung -

[ sa4an
([ sa538 6K
[ Test 10K,

.. und auf [enter]| driicken.

Hinweis: Man kann auch wie beim PC Ord-
ner anlegen und Dateien dort ablegen.

1.3 Im Berechnen-Menii
zurechtfinden

Fiir den Unterricht werden zunéchst nicht alle
Menii-Punkte benétigt. Zur Orientierung ist
hilfreich, die Bedeutung der einzelnen Gebiete
zu kennen.

3 Algebra beschiftigt sich mit der
Nullstellen-Suche und dem Ldsen linearer
Gleichungssysteme.

4 Analysis beschiftigt sich mit Ableitungen
(Extrem- und Wendestellen) und Integralen.

5 Wahrscheinlichkeit beschéftigt sich mit
den kombinatorischen Funktionen und u. a. der
Binomialverteilung.

6 Statistik beschéftigt sich mit Funktionen
rund um die beschreibende Statistik.

1.4 Tipps

1.4.1 Ungewohnte Darstellung groBerer
Zahlen

StandardméfBig arbeitet der TI-Nspire CX in
Dokumenten und im Scratchpad mit 6 Stel-
len Genauigkeit. Langere Zahlen werden ent-
sprechend gerundet. Gibt man eine Zahl mit
Dezimal-Punkt ein, werden groflere Zahlen
in der Exponential—SchreibweiseEl hier z. B.
5.67T97E8 = 5,67797 - 108 ~ 567.797.000

1231231.+566565656 5.67797e8 ||
1231231+566565656 567796887
123123.12+78978978 7.91021e7

In der zweiten Zeile wurden die Zahlen ohne
Dezimalpunkt eingegeben und das Ergebnis
ist genau. In der dritten Zeile kann z. B. fir

!Ex bedeutet bei Taschenrechnern -10°, z. B. gilt
1E2=1-102 =100 oder 1E —01=1-10"' =0, 1.

@®SG - www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024 11


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.de
https://www.heinen-mg.de/TI

1 Grundsétzliches zum Arbeiten mit dem TI-Nspire

einen Wahrung ein Dezimalpunkt erforderlich
sein, und das Ergebnis ist wieder (unter Um-
standen) ungenau.

Uber den [on] - 5 - 2 muss nur im ersten Feld
der Einstellungen Flief ausgewahlt werden.

_1 Dokumenteinstellungen

Angezeigte Ziffern

Exponentialformat: | Normal

Reell oder Komplex:

Berechnungsmodus: | Auto

Vektorformat: | Kartesisch

E| |zuriicks. | | standara] ]~(;<—| | Abbruch |

In der vierten Zeile wird die Rechnung trotz
Dezimalpunkt nun genau durchgefihrt.

52"‘ 1231.+566565656 5.67797e8
1231231+566565656 567796887
123123.12+78978978 7.91021€e7
123123_.12+789789'78 79102101.‘._1‘._2

Wichtig: Diese Einstellung betrifft das ak-
tuelle Dokument und funktioniert nicht im
Scratchpad.

1.4.2 Korrektur von Eingaben im
Calculator

In einem Notes-Fenster konnen Eingaben leicht
in der Mathe-Box ( [crtl] M) korrigiert werden.
In einem Calculator-Fenster ist dies nicht mog-
lich. Jedoch kann eine Eingabe leicht in die ak-
tuelle Zeile kopiert werden.

Im Beispiel wurde ein Vorzeichen falsch ein-
geben, hier +4 statt -4.

Um die Eingabe zu korrigieren wéhlt man
mit den Cursor-Tasten die Eingabe wieder aus
(zweimal Cursor hoch) und die falsche Eingabe
ist markiert:

Ferfig

f(x):=-x2 -x+4

Mit der [enter]-Taste wird der ausgew&hl-
te Bereich nun an die aktuelle Cursor-Position
(gestrichelte Rechteck) kopiert...

7{x):-x2 -x+4
e)imx2 x4

.. und kann nun editiert werden werden.

Ferfig

Fertig
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2 Statistik

2.1 Kennzahlen

Mit dem GTR koénnen Listen von Zahlen ein-
fach untersucht werden.

Mit den geschweiften ,{ ... }* Klammern
definiert man eine in diesem Fall ungeordnete
Liste mit dem Namen ,11%

ran {J1| B

*WichtigeVor..tat —

n:{1,3,6,3,8,9,3,2,1,3,7,4,0,2,6}
{1,3.6,3,8.9,2,21,3,7.40,2,6 }
Der Einfachheit halber hier auf einer

Calculator-Seite.

Mit [menu] — 6: Statistik — 3: Listen Ma-
thematik
stehen nun verschiedene Kenngréflen zur Ver-
fiigung,.

¥x 1: Aktionen bm
L2 7ahl | 3 =]

1: Minimum
2. Maximum

4. Median

5: Summe der Elemente

6: Produkt der Elemente >
7: Stichproben-Standardabweichung »
8: Stichproben-Varianz b
9: Populations-Standardabweichung 4
A: Populations—Varianz »

Hier die gidngigen Maflzahlen fiir dieses Bei-
spiel:

min(/7) 0
max(! 1 ) L3 9
mean(/7) 58

15
median(/7) 3
[ ~l

Interessant sind auch die Listenoperationen:
[menu] — 6: Statistik — 4: Listenoperatio-
nen, um die Folge zu sortieren:

"WichtigeVor. tat —

median (! !) 3
SortA 1 X Fertig
11 {0,1,1,2,2,3,3,3,3,46,6,7.8,9 }
SortD /7 Fertig
1 {9,8,7,6,6,4,3,3,3,3,221,1,0}

b~

2.2 Tabellen untersuchen

Interessant ist auch die Moglichkeit, die Stich-
proben oder Erhebungen in Tabellen zu unter-
suchen.

Dazu nehmen wir noch einmal die urspriing-
liche Liste ,11%

5| e '! » WichtigeVorg..tat —

%={1,36389321374026}
{1,3,6,3,8,9,3,2,1,3,7,4,0,2,6 } (

[ et o R R

Nun 6ffnen wir eine neue Liste&Spreadsheet-
Seite und tragen in der ersten Spalte ,11“ ein
und driicken [enter].

,_ iRcl P *WichtigeVor. tat— Rﬁt'ﬂm
ern, B 5 I3 |-i‘
1 1
2 3
? p I
4 3
D 8 <
4|77 KIE

14



Schon erscheint in der ersten Spalte die Zah-
lenfolge.

Mit [menu] — 4: Statistik — 1: Statisti-
sche Berechnungen — 1: Statistik mit ei-
ner Variablen gelangt man zu diesem Bild-
schirm:

i | m iR > *WichtigeVor. tat — rao {1 PR
P
1- Statistik mit einer Variable
El - Anz. der Listen: E
3 |ox| | abbrucn|
4 r [
-7

8 ~

Al |4 »

EEREEN » “Wichtine\ior tat—

Statistik mit einer Variable

; x1-Liste: | af] | ("
'1: Haufigkeitsiste: | 1 |

"? Kategorieliste: | l

? Mit Kategorien: | [y I
L Ergebnisspalte: |b[] | T
B [or| [sorven| |5
O O . 1

C
- =0OneVar(
i8S 1| Titel Statistik .
i 3 X 3.86667 _
3 6| Zx 58.
4 3|5 38| N
S 8|sx = sn-..| 2.72204 &
1| ="Statistik mit einer Variable " | 4 ‘ 4

Und schon haben wir alle relevanten Kenn-
groflen in den Spalten B und C zur Verfiigung.
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2.3 Graphische Darstellung

2.3 Graphische Darstellung

Mit Hilfe der Data&Statistics-Seite kénnen die
Daten auch graphisch dargestellt werden.

> "WichtigeVor..tat <

_ Beschriftung: I
T
- % e e®!
£ @0
as 9
=
=
S
o o: @
= @9 ®:
‘ Klic Ir.'er‘.r.}ul mehr Vanablen

Unten klicken und 11 auswahlen:

Klicken fur mehr Variablen [E-{IN

Und schon erscheint die Verteilung.

Klicken fur mehr Vanablen

@
@ e ®© © @

456 7 8 9
11 o

1: Plottyp — 3: Histo-

die Grafik nun als Histo-

w-0000

Mit [menu] —
gramm erscheint

0 1

23456 78910MN
1

Da es sich hier um eine quantitative Eigen-
schaft (Grofe der Zahl, quantitatives Merkmal)

15
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2 Statistik

handelt, kann kein Tortendiagramm gebildet
werden.

Andert man die Variable ,11¢ in eine , Kate-
gorie“ (d. h. ein qualitatives Merkmal), so kann
auch ein Tortendiagramm erzeugt werden.

[menu] — 2. Plot-Eigenschaften — C:
Kategorisches X erzwingen:

B
?-;-I - ‘.
SN®-T 3: Box—Plot-Whisker verlangern
:{r;."-_.':. Alle Bezeichnungen anzeigen
Eb'. d:5 5 X=Variable hinzufigen
m B8 6: X -Ergebnisliste hinzufugen
jlf EE 7. X-Variable entfernen
i 8: Y-Variable hinzufugen
B2 9: Y-Ergebnisliste hinzufugen
I5% A:Y-Variable entfernen

(
el B: Kategorisches X erzwinfen
v

A

o
=
O
e
=
—
|
€
[5]

@ '!O:...
0 2 3 4 6 7 8 9

— @8

11

Mit [menu] — 1: Plottyp — 9: Tortendia-
gramm erscheint die Grafik nun als Tortendia-

Klicken fur mehr VVanabler
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3 Tabellen und deren Darstellung

3.1 Punktewolke

Die nebenstehende Tabelle, die Korpergrofie
und Schuhgréfle von Personen darstellt, soll
untersucht werden.

: 160 37
2 160 38
3 170 37
. 170 39
5 170 .
5 180 39
7 180 2
8 180 44
3 190 e
10] 190 45

Nun werden zwei Variablen auf ihren Zusam-
menhang hin untersucht.

Dazu offnet man ein [ :—]}

List&Spreadsheets-Fenster in einem neuen
Dokument und benennt z. B. die erste Spalte
mit kg (fiir Kérpergrofle und die zweite mit sg
(fiir SchuhgroBe).

sy 2.1 |22 g

&) kg B sg C D ﬁ%]
= L)

L 160 37

- 160 38

3 170 37

4 170 39

3 170 41 <
4| kg (4]

{i:g

Offnet man nun ein === Data&Statistics-

Fenster, so sieht man alle Punkt auf der Fléiche
verteilt.

18

> "WG41_Bet.ng2 =

ariablen

0O &,

Klicken fur mehr

Klicken fur mehr Variablen

%

Klickt man in der unteren Zeile, so kann man
fiir die x-Achse z. B. die Korpergroe (,kg“)

auswéhlen:
[EE] > 'we41 Bef.ng2 <

Beschriftung: kg

GIVE o] < |

Variablen

= . 18

E @170 |

2 @15 i-jsg .

5 {~f stat.freqreg ..f"]f_i ;
© {~ stat.resid

< @19 t—_lstat.xreg @19

il stat.yreg

‘ Klicken fur mehr "..-'an._al'.-l-:«:'.‘

Und bekommt die Héufigkeiten der Merkma-
le angezeigt:

@ > “WG41_Bef.ng2 <

rao L1169

X @ @

1K ] @ 0

_l ’ I N 1 v ? N Ll o 1 ’ I ' I ° ’ !
158 162 166 170 174 178 182 186 190

kg

Wahlt man auf der y-Achse nun die Schuh-
grofe (,,8g“) aus. ..




rao {71 B3

‘ Klicken fur mehr V3

@ @
9] © © Q
T ’ | LI |. L] e e ’ | e .I T
158 162 166 170 174 178 182 186 190

kg

So sieht man den die Tabellenwerte als Punk-
te dargestellt.

| BB EE) et Bet.n2

- ®
a4
- o
k
@ 414 )
] ® o
384 @
l @ ®
158 162 166 170 174 178 182 186 190
kg

3.2 Lineare Regression mit
Punktwolke

Mit Hilfe der sogenannten ,,Regression“ konnen
funktionale Zusammenhénge der Punkte darge-
stellt werden.

Z. B. mit [menu] — 4. Analysieren — 6:
Regression — 1: Lineare Regression

158 162 166 170 174 178 182 186 190

kg
Im Lists&Spreadsheet-Fenster (Tabelle, hier
zuriick zu 2.1) kénnen wir mit [menu] — 4.

@O®®@ - |www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024

3.2 Lineare Regression mit Punktwolke

Statistik — 1: Statistische Berechnungen
— 2: Statistik mit zwei Variablen...

F= 1: Aktianen [3G41 Befr_naZ <
1: Statistik mit einer Variable...
2: Statistik mit zwei Variablen.q,
3: Lineare Regression {mx+h)...
4: Lineare Regression (a+bx)...
: Median-Median-Linle... -
: Quadratische Regression...

5
6
7: Kubische Regression...
8
g9

chnungen »

: Regression vierter Crdnung...
: Potenzregression...

A:Exponentielle Regression...
b,

Bl i — b . 5.

Kl

aufrufen.

Im folgenden Fenster wahlen wir die beiden
Variablen aus:

‘| Statistiken |'r'|i;c Zwei Variablen 3
=
A X-Liste: [ kg =
1

Haufigkeitstiste: | 1

| X]

|
Voglste: [ sd |
|
|

Kategorieliste: |

Wit Kategaorien: |

[=i

|E| IAbbl'uchl

1. Ergebnisspalte: |bl]

wl sl wl

El

Mit ,,OK* bestéatigen.
Nun erhalten wir alle Kennzahlen der beiden

Variablen.

Hier z. B. Mittelwert und Standardabwei-
chung von x (hier ,kg*):

2

160 38 X 175.

180 39[ox := on..| 10247

Oder Mittelwert und Standardabweichung
von y (hier ,sg“):
[E] 180

7]

Der Korrelationskoeffizient der beiden Varia-
blen:

(. F

I

aaly | 405

‘oy = On... 2.76586:

‘ 0.829168 |

19
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3 Tabellen und deren Darstellung

3.3 Lineare Regression mit
Funktionsterm

Geht es in einer Problemstellung nur um die
Regression, kann folgender Weg sinnvoller sein.

Ausgehend von der Tabelle (hier Fenster 2.1)
wéhlt man [menu] — 4. Statistik — 1: Sta-
tistische Berechnungen — 3: Lineare Re-
gression (mx+b)...

= 1: Aktionen 341 Befnaz—  Rao{JI|FA
1: Statistik mit einer Variable... 1]
2: Statistik mit zwei Variablen... - F
hnungen k
4: Lineare Regression (a+bx)... b

5: Median-Median-Linle...

6: Quadratische Regression...
7: Kubische Regression...

2: Regression vielrter Ordnung... 131373
9: Potenzregression...

A:Exponentielle Regression... D.687519 | &

B

b

5
erca Nl

|

|

U

- [4]»

Hier lautet die Regressionsfunktion also
f1(z) = 0,22381z + 1, 33333.

So konnen wir die Funktion sofort in einem
Graphs-Fenster darstellen:

2.2 rac LT FR

¥ MWG41_Bef.ng2 —

Oder einen Funktionswert fiir beliebige x-
Werte bestimmen lassen:

Im folgenden Fenster wéahlt man wieder die
beiden Variablen aus:

Lineare Regression (mx+b) !
—
b X-Liste: [ kg B
L ¥-Liste: | 'sg J

FegEqgn speichern unter:

Haufigkeitstiste: [ 1 >
Kategorieliste: | |
N =

|E;<"; |Abbruch| §

Mt K ateaarien: |

Zu beachten ist hier, dass die Regressions-
Funktion hier sofort unter dem Namen ,f1“ ge-
speichert wird.

» "WG41_Bef.ng2~  Rao {JI|EQ
®|[E sg ¢ D\ ';‘
— =LinRegh
: 37 Titel Lineare R,

: 38 RegEqn |[m*x+b

& 37 m 0.22381

4 39 b 1.33333

3 41 r 0.687519 ¢
El|="Lineare Regression (mx+b)" | 4 | [

20 @O906 -

21122 > WG41_Bef.ng2 — RAD {T’ .

[l

r1(220) 50.5714 [
#1(300) 68.4762
£1(100) 23.7143

Bei einer Grofle von 300 cm wiirde man dem-
nach eine Schuhgréfie von ca. 68 tragen ©.

Andere Regressions-Arten sind eventuell
auch sinnvoll.

3.4 Exponentielle Regression

Von einer Exponential-Funktion (z. B.
einer  Absatzfunktion f(x)) der Form
f(x) = a-b* sind folgende Wertepaare be-

kannt: f(1) = 0,31, f(3) = 0,34, f(5) = 0.36
und f(8) = 0,41. Um die ndherungsweise
Exponentialfunktion zu bestimmen, geht man
analog zur linearen Regression vor.
Zunidchst werden die Zahlenpaare in
,Lists&Spreadsheets“ eingetragen:

www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024
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el 11 031
2 3 0.34
3 5 0.36
4 8 0.41
; S
At 4| p

Hier ist der x-Wert als t fiir Zeit und der y-
Wert als GE fiir Geldeinheit benannt. Es kon-
nen natiirlich auch andere Bezeichner gewéhlt
werden.

Uber [menu] — 4. Statistik — 1: Statis-
tische Berechnungen — A: Exponentiel-
le Regression gelangt man wieder zu diesem
Fenster

L IE:‘I‘F“:'H:-\.‘ﬂti'_;‘llE eqressio

| RegEqn speichern unter:
Haufigkeitsliste:
2 Kategorietiste: | |

.

Mit Kateaorien:

|&| | Abbruch| L1
Al e | ?

Hier muss die X- und Y-Liste wieder richtig
ausgewahlt werden.
Mit ,OK* erhélt man das Ergebnis:

2 0.34|RegEqn |a*b™x

3 0.36|a 0.299136

4 0.41|b 1.03984

5 r? 0.994177

9 r 0.997084 3
D2|="a-* b*x" [ - | b

Aufgrund von r=0,99 koénnen die Werte
durch die Funktion f(x) = 0,299-1, 0398 (oder
f(z) =0,3-1,04% = 0, 3-e™1092) gut approxi-

@O®®@ - |www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024

3.4 Exponentielle Regression

miert werden.
Das Ganze kann auch im ,,Data&Statistics“-
Fenster dargestellt werden:

|i'|.2 2.1 122 4 "u"ﬂ"u"'__e:.-i'ﬁlFnglTﬁ. ran {11 B3
0.40
0.37
= y = 0,290136- (1.03984)"
0.34 ]
031
1 2 3 45 6 7 8
t

£1(x)=0.299- (1.04)*

0.14
-5.47 |1 33,2

-0.32 |
21
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4 Graphische Darstellung von beliebigen

Funktionen

4.1 Der Standardweg

Oft ist es notwendig oder niitzlich, sich einen
schnellen Uberblick iiber den Verlauf einer
Funktion bzw. deren Graphen zu verschaffen.
Ein moglicher Weg ist der Folgende.
Die Funktion
K(x) =0,0223 — 222 4 70z + 300
soll untersucht werden.

Dazu wird die Funktion im [i] Calculator

Fenster eingeben.

In einem neuen Graph-Fenster
man fiir f1(x)=k(x) ein ...

m il > *Nicht gespeicherte —

L] 71 (r} =k(\‘}l E

| 4

... und driickt [enter].
Der Graph wird nun angezeigt.

| 1.3 |I *Nicht gespeicherte —

passt werden soll, kann man tiber

[menu]- 4. Fenster — 1: Fenstereinstel-
lungen die Fenstereinstellungen manuell an-
passen.

R M UlI®T 1 Fenstereinstelungen ...
161 2: Ansicht 012 Zoom-Rahmen
A 3: Graph-Eit ® 3. vergroRern
T4 FensteZ| © 4. verkleinern
2:‘}5 Spur |4# 5. Zoom~-Standard
< 6: Graph a3 6 1. Quadrant
Mf\?ﬂ 7. Zoom-Benutzerdefiniert
%> 8 Geomelry| 4% 8; Zoom~-Trigonometrie
11l 9; Einstellun{ [ 9; Zoom-Statistik
[\ A: Zoom-Anpassung
/'7089.28

-

Hier sollte man wissen, in welchem Bereich
die Funktion dagestellt bzw. untersucht wer-
den soll. In wirtschaftlichen Anwendungen ist
der Bereich in der Regel durch die Produkti-

onsgrenzen gegeben.

In diesem Fall liegt die Produktionsgrenze
bei 80 ME und beginnt natiirlich bei 0 ME.

Damit konnen wir als Grenze fiir XMin und
XMax:

-6.67 T

T f(;r) =k(1 J
XMax: I gd T |
1 X=Skala: | aytomatisch
17 YMIN: | -6 6666666666667
. . I |
Fo 1 10 YMax: |6 6666666666667

Y=-Skala: ‘ Automatisch l

EH  Abbruch|

- T

Leider noch nicht sehr tibersichtlich.

Wenn das Fenster noch etwas genauer ange-

22

Die y-Werte lassen wir gleich automatisch
bestimmen!



4.2 Verfeinerung durch individuelles Anpassen der Achsen

R

67
1

Dies ist auch noch nicht viel besser.

Mit [menu] - 4: Fenster/Zoom — A:
Zoom-Anpassung wird nun die y-Achse au-
tomatisch so skaliert, dass der gréfite und
kleinste Funktionswert noch angezeigt wird:

1 1 —|
L Aktlf)nen 1 Fenstereinstellungen ...
M;Q Zoom-Rahmen
#h 3. Graph-Eit ® 3 VergroRern
T3 4i FensterlZy © 4. \erkleinern

ﬁ 5 i | = 5: Zoom~-Standard
X6: Graph angy, 6. 1. Quadrant
£ 7, Tabelle

— L ™ 157 Zoom-Benutzerdefiniert
> 8; Geometryldi 8: Zoom-~-Trigonometrie

111 9: Einstellund]& 9: Zoom-Statistik

‘ % A: Zoom-Anpassung
ld -

Ergebnis:
rap 471 PR

BB ‘WichtigeV. aph <

Als noch einmal:

Schritt 1: x-Bereich
Fenstereinstellungen (menu-4-1) eintragen

Schritt 2: Mit Zoom-Anpassung (menu-4-A)
die y-Achse automatisch skalieren lassen.

in Zoom-

@O®®@ - |www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024

4.2 Verfeinerung durch
individuelles Anpassen der
Achsen

Nach dem durch die Zoom-Anpassung der
Graph zumindest erkennbar ist, kann man auf
folgende Weise den Graphen noch besser anzei-
gen.

Zunéachst verschieben wir den Bildschirmin-
halt so, dass z. B. der Koordinatenursprung un-
ten links liegt. Dazu , greifen“ wir die freien
Flachen und Verschieben den die ganze Fléiche
mit dem Cursor.

(11 |12 g

1461.25 Ty

*WichtigeVor..gra =

i)

100 |
371 |1

|
16.29

Wenn mit der Hand eine Achse gegriffen
wird, kann man die Skalierung beide Achsen
gleichzeitig.

g

1518.24 Ty

ol <

*WichtigeVor..gra =~

100 ¢+
/ nnnnnnnnnnnnnnnn X

it it

3,86 L1

Dies ist aber oft gar nicht so sinnvoll.
Interessanter ist es, die Achsen einzeln neu
zu skalieren.

Ne————
o

J
CAPS

]@'

wial [ 7 o |

—f L

23
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4 Graphische Darstellung von beliebigen Funktionen

Dazu driickt und hélt man zunédchst die Shift- k 1. Aktionen
Taste. Gleichzeitig greift man nun z. B. die x- i34 2: Ansicht P
Achse und skaliert sie neu. #: 3. Graph-Eingabe/Bearbeitung »

T 4, Fenster/Zoom b
*WichtigeVor.. gra < {,..] nl C‘L 5 Spur I?’u 1: Grafikspur
\{' 6 Graph anali& 2: Spur-alle

“07 Tabelle |7 3: Spur-Einstellungen. ..

o 8; Geometry | 4 Geometriespur

11l 9; Einstellun .’.D 3 ST schen
SUDE - "
T A L Y (.

I Nun wéahlt man den Graphen der interessan-
100 4

OG-0 -0H0--0-0-0-0-00-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-55) ten Funktion an ...
™ 2 ——— -
1?54/ [~ " 1.3 m| »  WichtigeVorg.. (3) — 'Lr]ﬂ

Mit [esc] beendet man die Operation.

Mit der y-Achse verfihrt man genauso:
m 12 B *WichtigeVor.gra <= c-lnl

2437.11

td L5 (47, 1.25e+3 )

und fahrt mit den Cursortasten nach
rechts oder links den Graphen ab. Auf dem Bild
werden die Koordinaten des aktuellen Punktes
angezeigt.

Tipp: Befinden sich mehrere Graphen im
Fenster, so springt man mit den Cursortasten
hoch bzw. runter von einem Graphen zum an-
deren.

Mit [menu] — 5 Spur — 2 Spur-alle kann
man alle Graphen gleichzeitig abfahren.

1.3 |} *StandardBeispiel — mn

S
L
\
b2
I=

Der interessante Teil des Graphen ist nun im
ganzen Fenster sichtbar.

4.3 Leichtes Ablesen der PP |

Koordinaten
r:( 05, -0.187 )
T 5 AdAVAITV.4 A A
Mit dem Spur-Befehl kann man leicht einen I ¢ (o5, -0625)

11T

Graphen ,,abfahren®.

Dies kann z. B. fiir das Ubertragen von Gra-
[menu] — 5 Spur — 1 Grafikspur phen auf Papier hilfreich sein.
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4.4 Stickweise definierte
Funktionen

Mit diesem GTR koénnen auch zusammenge-
setzte bzw. stiickweise definierte Funktionen
leicht dargestellt werden. Hier ein Beispiel.

2?2 fir z < 1
—Ldx+24firl<z<2
—0,1 22 fiir z > 2

Mit Hilfe der Schablonen-Taste

flx):=( - 1.4 x+2.4,15x<2 2L
EEEEGEE] |
it |0 gl [ rea | fdl [pest | & Sty

kann nach einem f(z):= z. B. in einem Notes-
Fenster die Funktion stiickweise eingegeben
werden.

PN

\-'j_./ -
.e :
] :

el de Eret |

o)

-

'—-1 =1

LR

okt |
A

Z. B. Diese Funktion:

g
I x<1
f(A\')== -1.4- x+2.4,1=5x<2 * Ferng
’
65 L A

Im Graphs-Fenster kann die Funktion direkt
dargestellt werden.

£1(x)=flx)
AN

Mit Hilfe des Ableitungs-Operators kann die
Ableitung von f sogar numerisch bestimmt wer-
den.

@O®®@ - |www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024

4.4 Stiickweise definierte Funktionen

CYVR of]] <]

1.2 | 241

) *20180629 <

Fn

rz{x)=i( ))

A

-43

fz(x]=i(f(ﬂ).es :

11(x)=tlx)
hY

An den Sprungstellen in der Ableitung sieht
man {ibrigens, dass die Funktion f an den Ver-
bindungsstellen nicht differenzierbar ist.
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5 Bestimmen von Funktionswerten bzw.
Wertetabellen beliebiger Funktionen

Die Funktion
K(z) = 0,022 — 222 + 702 + 300
soll untersucht werden.

Dazu wird die Funktion im |£] Calculator
Fenster eingeben.

*Nicht gespeicherte <

il <)

kfx)r=0.02-x3—2-x2+70-x+300 Fertig ‘ ‘

Um einen Funktionswert zu bestimmen, ge-
ben wir einfach das Gesuchte ein und driicken
[enter]:

i{0) 300.
#{100)
|

Hilfreich kann es auch sein, sich eine Werte-
tabelle der Funktion anzeigen zu lassen.

Dazu erstellen wir eine neue Seite l_ﬂ

Lists & Spreadsheet und wéhlen dann [menu]-
5: Wertetabelle — 1: ,,Zu Wertetabelle
wechseln“

26

le.

[E= 1 Aktionen  »
&1)2: Einfugen  »
1353 Daten »
X 4 Statistik P _
sal- L 1 Zu Wertetahelle wechseln

(%)

|
7

5 L
55|

KL

al

Nun erscheint dieses Fenster

A 4
:

I
] = ]3]

KL

Auf [enter| driicken und wir sehen die Tabel-

el b *WichtigeVor.nTl — -ﬂﬂ
® ko= V¥ LE
0.02*x"3.,
i 368.02
2, 432 16 il
492 54
4 048 28
368.02 ‘ P | b

Mit den Pfeiltasten kann man hoch und run-



ter blattern.
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6 Bestimmen von Nullstellen ganzrationaler
Funktionen (Polynomfunktion)

Die Nullstellen der Funktion
f(z) = —0,0223 — 222 + 702 + 300

soll bestimmt werden.

1. Moglichkeit:

Wir 6ffnen ein [il Calculator Fenster.

Nullstellen einer Polynomfunktion zu finden
gehort zur Algebra.

[menu]- 3: Algebra — 3: Polynomwerk-
zeuge — 1: ,,Wurzeln eins Polynoms fin-
den...“ (In der Mathematik werden Nullstel-
len eines Polynoms auch als Wurzeln bezeich-
net.)

¥+ 1: Aktionen rm
$52: Zahl 4 =

x=3:[1: Numerisch Lasen
fea4: [2: System linearer Gleichungen losen...

eln ¢ Polyno de »
2! Reelle Polynomwurzeln

3, Komplexe Polynomwurzeln
ITES: Finanzen 2
i

9. Funktionen und Programme #

Im folgenden Fenster geben wir den Grad des
Polynoms ein und driicken auf [OK]

*WichtigeVor.nTl —

2223|314

i)

Wurzeln eines Polynoms finden

[or| [

28

m EE‘IIEI'II P *WichtigeVor.nTl =

Wurzeln eines Folynoms

{3
B+ B+ ax+a=0
a= |4 g2

a=

a= |70

ar=

300

[E\ | Abbruch|
=~ -

Nach Eingabe der Koeffizienten auf [OK] kli-
cken.

WichtigeVor..nTl =

el <

(00222170 013005
polyRoots -0,02-x"—2-x“+70-x+300,r}|

Nun sehen wir den Befehl ,;polyroots* (fiir
,Polynom Wurzeln“). Mit [enter] sehen wir
nun alle drei reellen Nullstellen:

polyRoots-0.02 x3-2- 2470 x+300.x)

{-126.692,-3.87261,20.5652 }

2. Moglichkeit



Wir definieren zunachst die Funktion { im

—

Calculator

Dann rufen wir sofort den Befehl po-
lyRoots auf. Dies kann durch Eintippen
oder das Menii [menu]- 3: Algebra- 3:
Polynomwerkzeuge- 2: Reelle Polynom-
wurzeln geschehen.

s 1: Aktionen b
L2 Zahl 4 =

x=13111: Numerisch Losen
¢4 4:]2: System linearer Gleichungen lésen...
1. Wurzeln eines Polynoms finden. ., I
2. Reelle Rolynomwurzeln ‘

3: Komplexe Polynomwurzeln

€ Finanzen
i

9. Funktionen und Programme [

Nun missen wir die zu untersuchende
Funktion (hier f(x)), dann ein ,Komma ,* und
die Variable, flir die wir die Nullstelle suchen,
(hier x) eingeben.

Also polyRoots(f(x) , x)

Danach wieder auf [enter] driicken.

Ax):=-0 02 x>~2 x2+70- x+300

poly Roots (f{x) )

X
{-126.692,-3.87361,30.5652 }

k

Das Ergebnis ist natiirlich das Gleiche wie
ZUVOT.
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7 Bestimmen von ganzrationalen
Funktionstermen aus Vorgaben

Oft sind aus vorgegebenen Bedingungen Funk-
tionsterme zu bestimmen. Diesen Aufgabentyp
nennt man Steckbrief-Aufgabe, da hier die
Funktion anhand von Angaben iiber bestimm-
te Eigenschaften der Funktion oder des Funk-
tionsgraphen hergeleitet werden soll.

Beispiel: ~ Wir lautet die (quadratische)
Funktion, deren Graph durch die Punkte
A(0l4), B(2]-8) und C(-4]-20) verlauft.

7.1 Uber ein LGS

In der Calculator-Seite definiert man zunéchst
die Hauptform der Funktion (ohne a, b oder ¢
zu kennen).

Tipp: Beim Eingeben der Funktion zwischen
a bzw. b und x den Multiplikationspunkt oder
ein Leerzeichen einfiigen! a-x =a = # ax !

o]l <]

*"WichtigeVor. kb1 =

fx):=a x2+b x+c Ftig

Aus den Punkten werden die funktionalen
Bedingungen formuliert:

f(0) =4, f(2) =8 und f(—4) = —20

Uber [menu] — 3: Algebra — 2 System
linearer ...
¥« 1: Aktionen Pm
Lis 2: Zahl 3 &
x=3:[1: Numerisch Lésen
fe3 4 : carer Gle gen lose
9 5: |3 Polynomwerkzeuge »
< 6: Statistik -
88 7: Matrix und Vektor

%€ 8: Finanzen
[f4 9: Funktionen und Programme b

v v v

=

gelangt man Einga-

notwendigen

zur

be der Parameter

30

WichtigeVorg..kb1 —

>
Pl System linearer Gleichungen losen

Anzahl der Gleichungen

n Variablen: [ 5 p c |

Geben Sie VVariablennamen ein (durch Komma:
getrennt)

hi“ | Abbruch|

=

.. in diesem Fall drei Gleichungen mit den
Variablen a, b und c.

7.2 Alternative 1 (LGS)

Aus den vorgegebenen Punkten ergeben sich
folgenden Gleichungen auch Lineares Glei-
chungssystem genannt:
f2)=a-22+b-24+c=-38
f(=4) = a(—4)? + b(—4) + ¢ = —20
Im GTR wird daraus:

r‘(x):=a x2+b'x+c

02

linSolve 22 a+2 b+c=-8

a+0Q b+c=4

,{a,b,c}

(-4)2 a-4 b+e=-20 |
2,44

=
Die Losung ist also: f(z) = —222 — 2z + 4

7.3 Alternative 2 (Bedingungen)

Da wir zuvor die Funktion definiert haben, kon-
nen wir die Bedingungen auch ganz elegant di-



rekt eintragen (und [enter]| driicken).

linSolve 2Jm-8
-4)=-20

=

Die Losung ist also: f(z) = —2x2 — 2z + 4

7.4 Durch eine Regression

Da unser GTR nicht nur die lineare Regression
sondern Regressionen bis zum Grad 4 durch-
fiihren kann, kénnen wir das Problem auch so
l6sen.

Zunéchst geben wir dazu die Punkte in einem
Lists&Spreadsheet -Fenster ein. Dabei nennen
wir die erste Spalte z. B. x und die zweite y!

7.4 Durch eine Regression

WichtigeVor. kbl —

551 Aktionen  »

il

&1]2: Einfugen b -~
1353 Daten e e
X 4: Steistil = |
“5 Werteta 2! Verteilungen 2
_2‘ 1 3 Konfidenzintervalle... 2
4 4 Statistische Tests 2

3 4 20

=

> =
5+ KIC
Dann. ..

ktionen A'WichtiaeVor. kbl —
1: Statistik mit einer Variable...
2! Statistik mit zwei Variablen...
3! Lineare Regression (mx+b)...
4. Lineare Regression (a+hx)... b
5: Median—-Median—Linie... - b
6: Quadratische Regression. »
7. Kubische Regression. ..

8: Regression vierter Ordnung. ..
9: Potenzregression...

A: Exponentielle Regression. ..
-

{hnungen »

folgt:
il e
2| = W
bl x-uste: [« T]gf '
a -
Pl -I Y-Liste: | v |
L, RegEqn speichern unter:
5 =
.I e 2 Hakigkeitsliste: D
5+ 4k
‘ l 1 | Kategorieliste: Ej
4 3 s |
Da in diesem Beispiel eine Funktion 2. Gra- Mt Kateqorien:
des gesucht wird, wéahlen wir die ,,Quadratische > ‘al ‘ Abbruchl =]
Regression*: 54 e — [ b
[menu] - 4: Statistik — 1: Statistische
Berechnungen — 6: Quadratische Regres-
sion [OK] ergibt:
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7 Bestimmen von ganzrationalen Funktionstermen aus Vorgaben

E)> “Wichtigevor kb1 — {163
Q‘A ¥ IB y .C .D .Ii
= =QuadRe|

1 0| 4 Titel Quadrat..

2 2 -8|RegEqn |a*x2+b..

& 4 -20|a 5
4| b 2,
sk c L
D1| ="Quadratische Regression" ‘ 4 l q

In Spalte C kann man nun die Koeffizienten
ab Zeile 3 ablesen.

a=—-2,b=—2und ¢ = 4. Also ist wieder
f(z) = —22% — 22 + 4.

7.5 Zusatzlich aus Aussagen uber
die Ableitungen

Bei den sogenannten Steckbriefaufgaben wer-
den Bedingungen oft auch durch Ableitungen
bestimmt.

Beispiel: Gesucht ist die Funktion dritten
Grades, die an der Stelle -2 den Wert 3, bei
x=4 einen Wendepunkt und bei x=6 die Stei-
gung -2 und den Funktionswert 3 besitzt.

Zunachst werden die Funktionsterme und de-
ren Ableitungen bendtigt. Hier miissen beim
GTR die Ableitungen manuell gebildet werden!
Dies sieht im Calculator- oder Notes-Fenster
dann so aus:

"WichtigeVor. kb2 —

r(x):=a-x3+b-x2+c-x+d Fertig
fa}(")i'}d'l'2+2'b'x+c Fertig
fa2x):=6 a x+2- b Fertig

Hinweise: Man darf fiir die Ableitungen nicht
f‘(x) benutzen, da dieser Name wegen des Apo-
strophs ungiiltig ist. Naheliegend ware auch
f1(x), dieser Name ist aber im Graphs-Fenster
bereits reserviert und sollte daher vermieden

32

werden.

Hier wurde z. B. fal(x) fiir f-Ableitung-1 ge-
wahlt.

Nun zuriick zur Aufgabe:

Die Bedingungen lauten in Funktionsschreib-
weise:

f(=2)=3,f"(4) =
f(6) =—2und f(6) =
L. und im GTR
fa?(x):=6-a‘x+2-b Fertig
(A-2)-2
a:=linSolve fa2(4)-0 ,{a,b,c,d
21(6)=-2
6)=23
i =2
A 2°2
Hier werden die Ergebnisse der Variablen
,a“ zugewiesen. Dann ist namlich a[l] = %, in
al2] = 3¢ usw..

Die Funktion konnte nun so vollstédndig defi-
niert werden:

f(x):=a[1] : x3+a[2]' x2+a[3] x+a[4]
Fertig

Zu guter Letzt kann man die Funktion auch
graphisch darstellen:
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8 Kurvenscharen

Oft werden in Funktionen sogenannte Parame-
ter benutzt, die nicht mit der Funktionsvaria-
blen verwechselt werden darf.

Beispiel: f(z) =22 —-2-t-x+5
Die Funktion geben wir wie gewohnt ein.

Tipp: Beim Eingeben der Funktion zwi-
schen t und x den Multiplikationspunkt oder
eine Leerzeichen einfiigen! t - x = t © # ta!

[=
Fertig ’7

*Nicht gespeicherte =

Unser GTR kann nur Funktionen mit einer
Unbekannt nadmlich der Variablen anzeigen.

Um die Kurvenschar anzeigen zu konnen,
miissen wir einige Werte fiir t angeben.

raD{JI|FR

mm ER] » WichtigeVor..ren —

£1(x)=f(x)

x

P

-7.42

oy 15T
.2

f1_3

Alternativ kann man im Graphs-Fenster
auch einen Schieberegler einfiigen:
[menu] -1: Aktionen — B: Schieberegler

einfiigen.
R 1: Aktionen| Rk 1: Zeiger
312 Ansicht |7f 2: Auswahlen b
A 3; Graph-g ® 3: Ausblenden/anzeigen
T 4; Fenster/] == 4: Attribute
£\, 5: Spur g2 5: Bedingungen festlegen

it 6: Graph an
247 Tabelle

%5 8, Geomefr

€ 6: Alles loschen

BBl 7: Text
+ 8; Koordinaten/Gleichungen

Eine vielleicht einfachere Moglichkeit ist,
die Parameterliste im Calculator-Fenster (oder
Notes-Fenster) einzugeben:

Ergebnis:

34

{1l 9: Einstelluf**» 9: Berechnen
22 A Neu definieren
d B: Schiebereglerrsinfligen

In diesem Fall nennen wir die Variable wie
den Parameter hier ,,t“:

Schiebereinstellungen

3]

Variable ‘ t

Anfangswert | -3

Minimum | -5

Maximum |5

Schrittweite | 01 |

Stl| Haorizontal lh =

{ok| [Aubruch|

Und verschieben den Regler an die ge-
wiinschte Stelle (z. B.):



m 2.2 |l "WichtigeVor..ren =

A
6.67 Ty

O\H\

-6.67 T

R 1. Aktionen 3

131 2: Ansicht )

# 3. Graph-Eingabe/Bearbeitung »

T 4, FenstgeiZoaea b

£1,5: Spur |91 Nullstelle l
VRS :

\+ 6! Graph|

il 3 Maximum
4 7. Tabelld &
— - |27 4 Schnittpunkt
8 Geomlr 5 dy/dx
11l 9: Einste ke B: |ntegra[
¥ &X 7: Begrenzter Bereich
© 8: Analyse von Kegelschnitten b

L= A vy

-6.67 T

Und durch Verschieben von t sehen wir nun
verschiedene Kurven der Schar.

m 2.2 |P *WichtigeVor.ren —

LA

O\H\

E “8.67 7T

Fiir Spezialisten!

Wichtige Punkte, wie hier z. B. das Mini-
mum, liegen wieder auf einer markanten Kurve,
die sich auch darstellen l&sst.

Dazu ldsst man zunéichst das Minimum
durch die Anwendung bestimmen:

[menu| — 6: Graph analysieren — 2: Mi-
nimum

Die ,untere Schranke* wéhlt man weit links

i)

m 22 |} *WichtigeVor..ren <

-0.67 T

Untr;re Schranlle?

. und die ,rechte® weit rechts.

oyt

£

Tiefpunkt

¥ (20 % 41)
-G.G?i

t=29

T
—
TSN R BTN = RTINS

R

Obe_re Schranl-;e?

']

Bewegt man nun den Schieber, so wandert
auch der Tiefpunkt mit.

Um nun die Kurve zu sehen, auf der dieser
Punkt wandert, schaltet man iiber das soge-
nannte Objektmenii die Geometrie-Spur ein.

Punkt markieren, dann [crtl][menu] — 9:
Geometriespur (im PC-Programm mit lin-
ker Maustaste auf den Punkt klicken).
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8 Kurvenscharen

-~ {63

|| Xl b “WichtigeVor..ren <
1:Zuletzt verwendet b
2:Beschriftung
3:Attribute
4:Auswahl
S:Léschen
6:Neu definieren
7:Koordinaten/Gleichungen
" |8:Messung
9:Geometriespur
A:Fixieren
B:Farbe
C:Bedingungen ...

(-362575.24)

Sk

0

Wenn man nun t verdndert, werden die

Punkte aufgezeichnet.

11 (x) =)
Fi0 2 |1 s 18
a2 :: | (';2.6 -1.76)
=y : A

Natirlich kann man die Kurve auch berech-

nen ©.
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9 Ableitungen

Beim Arbeiten mit Ableitungen wird der ,nu-
merische“ Charakter unseres Rechners zum ers-
ten Mal sehr deutlich.

Beispiel: f(z) = 523 — 222 + 2 — 2

Die Ableitung wird tiber die ,Differential“-
Schreibweise dargestellt und in diesem Beispiel
der Funktion fal(x) (fur 1. Ableitung) zugewie-
sen:

G
DlRECEe) = B
1iidy 1
Im Fenster sieht das dann so aus:
=
r{x}:=2-x3—5‘ x2+x—2 =l
L3
Fertig

a1l :=i(ﬂv))

Dies kann er: Der TI-Nspire™ CX kann Ab-
leitungen in einem Punkt (numerisch) bestim-
men. Z. B.

fa1(5) 101

Oder dadurch konnen wir auch den Grafen
zeicnen:

’-1 () =1(x) - =

‘ f2(,\')=fa1(xﬁ =

L

LI S e B e t i\:l
g ——— " 32
£1(x)=f(x)

38

Dies kann er nicht: Der TI-Nspire™ CX
kann keine Ableitungen einer Funktion (alge-
braisch) bilden.

Dadurch fiithrt folgender Befehl zu keine Lo-
sung:

polyRoots (ﬁJ 1 [\:)I)
3 "Fehler Variable ist nicht definiert”

Er kann uns nicht direkt ausrechnen, wo die
Nullstellen von f‘(x) liegen. Dazu miissen wir
die Ableitung algebraisch selber bilden:

/

f(x):=232%-522+1=06z% 10z + 1

Definieren wir nun fal(x) entsprechend, so be-
kommen wir auch wieder die Nullstellen:

polyRoots (fa 7 (x),x)
"Fehler: Variable ist nicht definiert”

fa2(x): =6 x2-10- x+1 Fertig

polyRoots(faz(x)x) 10106851 55082}
h

Hinweis: Die 2. Ableitung ist Ableitung der
1. Ableitung usw..

9.1 Tangente an Graphen

Der TI-Nspire™ erlaubt es, schnell eine Tan-
gente an einem Graphen einzuzeichnen und zu
bestimmen.

Zur Erinnerung: Die Tangente ist die Gerade,
die die Funktion f genau in einem vorgegebenen
Punkt berithrt und damit auch die gleiche Stei-
gung wie die Funktion in diesen Punkt besitzt.



9.2 Betrachtung einer Funktion und ihrer Ableitungen

*Nicht gespeicherte — mn
2036.2 Ty
200/ 3 y
46.55 5 T 84 41|
it 8.0
£1(x)=0.02" x =2 x*+70" x+300
-120289 |

i)

*WichtigeVor.ang =

T/ y=43 11x+397 .62

L ormrmstmstmrmmpemgp————— x,)

i g%(x)=0.02'.\'3—2'.\’2+70-x+300
7 2"' J_

Betrachten wieder obige Funktion.

Mit [menu] — 8: Geometry — 1: Punkte
& Geraden — 7. Tangente

k 1: Aktionen »

312 Ansicht b

- 1 Punkt  |earbeitung b

- 2! Punkt auf k

¢ 3: Schnittpunkt(e) :

— 4 Gerade

~— 5 Strecke 1: Punkte & Geraden I
— 6 Halbgerade 2: Formen »
ral /. Tangente b 3: Messung »
-~ 8: Vektor -4 Konstruktion (2
{™9: Kreisbogen 5: Abbildung 4|

Die zu untersuchende Funktion wird nun an-
geklickt:

i1 §
£ 11(x)=0.02" x*-2- x*+70 x+300
0289 |

g

Nun ist die Tangente an eingezeichnet und
kann durch ,Ziehen“ an den Pfeilspitzen ver-
langert werden. Zuvor muss die Tangente aus-
gewahlt werden.

@O®®@ - |www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024

Durch Ziehen am Punkt kann man die Tan-
gente verschieben.

9.2 Betrachtung einer Funktion
und ihrer Ableitungen

Mit Hilfe unseres GTRs konnen neben Funk-
tionen auch deren erste und zweite Ableitung
schnell visualisiert werden.

Dazu konnen wir uns ein neues Dokument

erstellen und als :M Graphs-Seite einfiigen.

Hier definieren wir nun unsere Funktion und
lassen sie darstellen.

RAD {"‘ [ %¢ |

*WichtigeVo..Abl —

fl(;()EO.lS'xa-xj

lqb

L10

- %

- r1(x)=0.15 x

()
EgH

2
-x

6.67 T

Die erste Ableitung wird wie folgt in diesem
Fall als f2(x) definiert.

&y

R S -~ i wreig
o o

o | 0 __\_’E
|ol | coo |8

o |[Bo | [op | 8

39
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9 Ableitungen

rao {71 B9

*WichtigeVo..Abl —

20 (1) =

T I
dx

s

0

—_

T 3{r)=“g'32'(f(‘f)]
dx

£1(x)=0.15 x®—x

ﬂs_m .

Nun kann man schon eine Menge sehen.

Andert man nun die Funktion f(x), so indern
sich automatisch auch die Graphen der Ablei-
tungen!

9.3 Bestimmung von
Extremstellen

Dieser GTR ermoglicht die numerische Be-
stimmung von Extremstellen auch direkt. Dies
erfolgt analog zur graphischen Bestimmung.
Der Befehl dazu lautet nfmin(f(x), x, a, b)
bzw. nfmax(f(x), x, a, b), wobei a und b den
Intervallanfang und das Ende beschreiben.

Im folgenden Beispiel wird das Maximum der
Funktion a(x) im Intervall [0, 24] gesucht:

40

alx)i=3- (x2+x)- e 0-4x Fertig
xm:=nfMax(a(x),x,0,24) 4,54951
ym:=a(xm) 12.2747

Die Losung wird hier der Variablen xm zu-
geordnet und danach damit der y-Wert berech-
net.

Mit dieser Funktion koénnen auch Wende-
punkt ermittelt werden. Hier macht man sich
zu nutze, dass Wendepunkte der Funktion be-
kanntlich Extremstellen der ersten Ableitung
sind.

Dazu wird zunéchst die Ableitung numerisch
bestimmt, hier ai(x) genannt. Wird beispiels-
weise die Stelle mit dem gréfiten Riickgang ge-
sucht, so wird das Minimum der ersten Ablei-
tung gesucht.

RENCANS) Ferts
nfMin (ai(x) x,0,24) 8.07071
xmr:=nfMin(ai(x) x,0,24) 8.07071
ymri=alxmr) 8.70258
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10 GauB-Verfahren

Das GauB-Verfahren wird zur Losung eines Li-
nearen Gleichungssystems genutzt.

Das Ergebnis dieses Verfahrens ist immer ei-
ne sogenannte reduzierte Form des zu lésenden
Gleichungssystems. Unser GTR kann dies mit
einem Befehl sofort erledigen.

Die folgenden Schritte kann man auch in ei-
nem Calculator-Fenster durchfithren.

Hier soll nun ein Notes-Fenster getffnet wer-
den.

Im Notes-Fenster 6ffnet man mit [crtl]-M ei-
ne sogenannte ,Mathebox “. Hier hat man wie-
der alle Befehle zur Verfiigung.

Unsere Matrix soll den Namen ,,m“ bekom-
men: Also tippen wir ,m:=* ein.

Der Vorteil liegt darin, dass z. B. die Matrix
spater gedndert werden kann und gleichzeitig
alle Berechnungen mit vollzogen werden.

10.1 Eindeutig losbares System

Nehmen wir als Beispiel das lineare Gleichungs-
system aus Kapitel ,,Alternative 1 (LGS)“:
f(0)=0a0>+b0+c=4
f2)=a2?+b24+c=-8
f(=4) = a-(=4)* + b(—4) + ¢ = —20
Zunéichst wird eine ,Matrix* aus der Scha-
blone ausgewahlt:

L]

+¢@E§@mﬁuﬁb
ol So (3] mal 5P B £0 o 4o $o

i o fop i Uy S

Unsere Matrix wird 3 Zeilen und 4 Spalten
haben:

42

*WichtigeVor..uss —

efll <

[11]12 8

Matrix erstellen

Matrix

Zeilenanzahl

Spaltenanzahl

s

X [or] [roomen

Nun sieht man diese Maske.

Die Zellen fiillen wir wie gewohnt aus und
driicken danach [enter].

WichtigeVorg. uss —

Mit dem Befehl ref(m) bekommen wir nun
dir Dreiecksform der Matrix m bzw. mit
rref(m) die reduzierte Dreiecksform angezeigt,
aus der man die Losung direkt ablesen kann.

WichtigeVorg.. uss {TH
1 1 -5 =
]_ — — —
4 16 1
rel"(m) r 1
i A |
(0 O 1 4 1
i B0 =2
mef{m) - 010 -2
0 01 4

Aus der letzten Matrix ergibt sich:



a=-2,b=—-2und c=14
also f(r) = —22% — 22 + 4.

Dies funktioniert natiirlich nur, wenn das
LGS eindeutig l6sbar ist!

Der TI-Nspire™  bietet allerdings noch
mehr. Siehe hierzu Kapitel zur Losung be-
liebiger Linearer Gleichungssysteme.

Hinweis: Kommen noch Parameter in Form
von Buchstaben hinzu, helfen diese Befehle
auch nicht mehr. Hierfiir sollte man den Gauf3-
Algorithmus auch manuell beherrschen!

10.1 FEindeutig Iésbares System
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11 Numerische Losung von Gleichungen

11.1 Numerische Bestimmung
von Nullstellen beliebiger
Funktionen

In Kapitel [] auf Seite 28 wird gezeigt, wie man
alle Nullstellen von ganz-rationalen Funktionen
(Polynomfunktionen) mittels , polyroots()*
bestimmen kann.

Diesen Befehl kann man nicht auf nicht ganz-
rationale Funktionen wie z. B. die e-Funktion
anwenden.

Beispiel:

|

Diese Funktion sieht im Bereich —0,4<x<5

0,02 ¢
0.5

i

025

(Fir die schnelle Darstellung von f in diesem
Intervall beachte die Anleitung ab Seite

Der nun benétigte Befehl heifit nSol-
ve(,,Gleichung®,“Variable mit Start-
wert“).

Hier suchen wir die Nullstellen, die Grafik
zeigt drei.

nSolve(fx)=0,x) -0.371418
Dies ist gleichbedeutend mit
nSolve(Ax)=0,x=0) -0.371418

Und besagt, dass in der Nahe von x=0 eine
Losung der Gleichung von f(x)=0 gesucht wird.
Dies ist aber nur eine.

44

Suchen wir einmal unter -0,37 ...

nSolve(dx)=0x=-1) -0.371418
Und héher ...

nSolve(dx)=0,x=1) 0.605267
Und héher als 1 ...

nSolve(fx)=0.x=2) 0.605267
Nichts Neues . ..

nS8ive(fx)=0x=3) 4 70794

Sinnvoll ist hier natiirlich zusdtzlich eine
Uberlegung iiber das Fernverhalten der zu un-
tersuchenden Funktion um das Intervall der
moglichen Nullstellen einzukreisen bzw. die
graphische Darstellung.

11.2 Schnittpunkte beliebiger
Funktionen

Der Screenshot ist wohl selbsterklarend.

i Fertig
nSolva(dx)=g(x),x) 1.24114
nSolve(f(x)=g(x)x=3) 124114
nSolve(fx)=g(x).x=-3) -2.21144

Gl

Die dritte Zeile ist nur ein Versuch, eine
Schnittpunkt jenseits von x=3 zu finden.

Zur Verdeutlichung der Graph:



rao L1 BR

el b *WichtigeVo..lve <

Natiirlich ist dies auch wieder ein
»Nullstellen-Problem“, ndmlich die Nullstelle
der Funktion , g(x)-f(x)*“ oder ,f(x)-g(x)*

-4.66

11.3 Anwendung in der
Stochastik

Dieser Abschnitt ist nur mit Kenntnissen aus
der Stochastik (Klasse 12.2) zu verstehen!

Mit ,nSolve“ kénnen auch sonst schwieriger
zu l6senden Problemstellungen in der Stochas-
tik z. B. bei den Binomialverteilungen (siehe ab
Seite gelost werden.

Fragestellung:  Betrachte ein 120-stufiges
Bernoulli-Kette mit der Erfolgswahrscheinlich-
keit p=0,4. Bestimme die Intervalle mit je 5%-
Wahrscheinlichkeit auf beiden Seiten.

-~

nSolve(binomCdf(120,0 4,k 120)=0.05,k=1)

57.
binomCdf(120,0.4,57,120) 0.057469
binomCdf(120,0.4,58,120) 0.020215

Mit der ersten Zeile sucht man den Wert fir
k, so dass P(k<X<120)=0,05 gilt und be-
kommt k=57 heraus. Eine genauere Untersu-
chung zeigt, dass gilt: P(k<X<120) = 0,039 <
0,05. D. h. In 5% der Félle werden mehr als 57
Erfolge bei 120 Versuchen erzielt.

Fiir die linke Seite:

nSolve(ynomCdf(120,0.4,0,k)=0.05,k=120)

39,
binomCdf(120,0.4,0,39) 0.055316
binomCdf(120,0.4,0,38) 0.036985

@O®®@ - |www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024

11.3 Anwendung in der Stochastik

Daraus folgt, dass P(0<X<38) = 0,037 <
0,05 ist.

Achtung: Hier muss ein grofler Startwert
k=120 (also ,n“) fiir die numerische Iteration
angegeben werden, sonst kommt es zu einem
Fehler:

L
nSolve(binomdf(120,0.4,0,4)=0.05 %)
"Fehler: Bereichsfehler"
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12 Integral-Rechnung

12.1 Bestimmte Integrale

Ahnlich wie bei den Ableitungen kann der GTR
keine Stammfunktionen bilden wohl aber be-
stimmte Integrale berechnen.

Dies erfolgt wieder im Calculator (oder einer
Math-Box in einem Notes-Fenster).

Dazu verwendet an die folgende Vorlage:

& |0 |4
0| |ooo [0

*WichtigeVor...int < RA[.{- [ 3¢ |
- [2]
s 41 6667 ||
x2 dx
Jo
[ 2 -20
1
(— A’—S)dx
2
-~ .2 k
' =

12.2 Graphische Darstellung

Das Ganze kann man auch graphisch darstel-
len. Dazu 6ffnet man ein Graphs-Fenster und
gibt z. B. die Funktion x2 ein.

46

rao {1169

*WichtigeVor..int <

EE

-11.03

Uber die bekannte Analyse-Funktion kann
auch ein bestimmtes Integral veranschaulicht
werden.

[menu] — 6; Graph analysieren — 6: In-

tegral
3-8

k 1: Aktionen
&1 2: Ansicht 3

4 3: Graph-Eingabe/Bearbeitung b

&4 FenstgeZaans
f%,5: Spur '?.m1 Nullstelle

\ “ 6: Graph m_.f. 2 Minimum
X 7. Tabellu@”‘ 3: Maximum
; 2 4: Schnittpunkt

/

#4 8; Geom

—— =@ 5: dy/dx

114 9: Einste|}, T C T

@& 7. Begrenzter Bereich

-11{© 8: Analyse von Kegelschnitten »

rao {01 B9

*WichtigeVor..int <=

£1(x)=x2

Untere Schranke?

TIPP: Durch eingeben von 0 [enter| und da-
nach 5 [enter| setzt man die Grenzen einfacher
als durch navigieren mit den Cursortasten.

()
]
L=




Ergebnis:

d 1.1 | 1.2 13 *WichtigeVor..int < RAC{_-m

34.81 _y
n
£1(x)=x>
\2 | 417 §
T b —
'11.03E k

Dies entspricht dem gerundeten Ergebnis aus
der vorherigen Rechnung.

12.3 Darstellung einer
Integralfunktion

Wie bei der Ableitung (s. Kapitel [9] ab Seite
kann man auch eine Integralfunktion nu-
merisch berechnen und darstellen lassen.

rao {711 B3

=)

Fernig

X Fertig

[+

Hier ist zu beachten, dass die obere Gren-
ze des Integrals nun die Variable x ist und die
Funktion iiber eine andere Variable in diesem
Fall t integriert wird.

Achtung: Die graphische Darstellung erfor-
dert fiir den GTR einen sehr grofien Rechenauf-
wand und dauert daher sehr lange. Man sollte
sich iiberlegen, ob man diese Darstellung wirk-
lich benétigt.

@O®®@ - |www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024

12.3 Darstellung einer Integralfunktion

CYOE ofl] < |

P *WichtigeVor..int<=

Legt man graphisch die algebraische Losung

EN . .
Fo(z) = % dariiber, so sieht man, dass die nu-

merische Losung recht genau ist.

CYOE o] ¢ |

P *WichtigeVor..int==

Mit der Funktion nsolve() kann sogar die
Variable x bestimmt werden. Als Beispiel soll
die Gleichung [ (t%)dt = 9 gelést werden.

1.1

b

2 dr=9x| » 3.
0

Damit ist die Losung = = 3 gefunden.

nsSolve
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13 Stochastik

13.1 Kombinatorik

In der Kombinatorik werden folgende Funktio-
nen benétigt.

13.1.1 Potenzfunktion

Der Vollstandigkeit halber sei hier auch die Po-
tenzfunktion x™ angefithrt. In Zufallsexperi-
menten z. B. bei ,,Ziehen mit Zuriicklegen un-
ter Beriicksichtigung der Reihenfolge* gené-
tigt.

Eingabe: 4~ 3

© Potenzfunktion

) 64

W

Denn 43 =4-4-4

13.1.2 Fakultat !

Die Fakultdt , Stichwort ,,Ziechen ohne Zu-
ricklegen unter Beriicksichtigung der
Reihenfolge (bis die Urne leer ist)“, ist am
einfachsten iiber die Auswahltaste [?!l>] rechts
unter der [enter]-Taste und dann durch Aus-
wahl des Ausrufezeichen ! zu erstellen:

[ T
Z.B.fur4'=4.3-2-1
© Fakultatn!

4l 24

13.1.3 nPr() - Permutationen

Stichwort ,Ziehen ohne Zuriicklegen un-
ter Beriicksichtigung der Reihenfolge (auch
wenn die Urne noch nicht leer ist)

48

Beispiel: n=5 Kugeln, k = 2 Ziehungen :
! 5l
ek = =2

51 20

13.1.4 nCr() - Kombinationen

Stichwort: ,,Ziehen ohne Zuriicklegen ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge (auch wenn
die Urne noch nicht leer ist)*

Der Binomial-Koeffizient (}}) := (n+'),k, (lies
,N iiber k“):

Z.B. (3): nCr(5,2)

@kn iiber k (Binomial Koef! fizient)
nCr(5,2) 10

. oder iiber das Meni:
[menu]— 5: Wahrscheinlichkeit — 3. Kom-
binationen.

Der Vollstéandigkeit halber sei auch noch der
Fall ,Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beriick-
sichtigung der Reihenfolge“ genannt. Hier be-
tragt die Anzahl der moglichen Kombinationen
("tF1) oder mit dem GTR nCr(n+k-1,k)

13.2 Wahrscheinlichkeits-
Verteilungen

13.2.1 Beliebige Verteilung

Wahrscheinlichkeitsverteilungen geben mogli-
che Ausgange eines Zufallsexperimentes sowie
deren Wahrscheinlichkeit an.

Daher ist eine Darstellung in einer Tabel-
le am sinnvollsten. Dazu 6ffnet man also ei-
ne , Liste&Spreadsheet“-Seite in einem Doku-
ment.

Der mogliche Ausgang wir in diesem Beispiel
mit ,,xi“ und die zugehorige Wahrscheinlichkeit
mit ,,p* bezeichnet.



13.2 Wahrscheinlichkeits- Verteilungen

rao {1 PR

j11]21 g

“WichtigeV _och <

Die grafische Darstellung in einem Histo-
gramm erhélt man wie folgt.

Uber [menu] — 3: Daten — 8. Ergebnis-
diagramm. . .

5 1 Aktionen VichtigeV._och<>  RaD{JI B3
B12: Einfugen [ |- = =
123 Daten P 1: Folge erzeugen L
X 4 Statistik Pl2: Datenerfassung  P|
“1 5 Wertetabelle p|i3: FUllen
- 4; Daten loschen I
1
5 Zu fallszahl b
! 3 6: Listen Mathematik »
4 A 7 Llstenoperat:onen b
?' i
10 9 SchnellGraph | )
A1(0 b

Variablen entsprechend wéhlen und das Er-
gebnis auf neuer Seite darstellen lassen ...

“WichtigeV

Eine genauere Analyse erfolgt wieder auf der
vorherigen Seite.

[menu] — 4: Statistik — 1: Statistische
Berechnungen — 1: Statistik mit einer Va-
riablen:

: Statistik mit einer \Variable i

5 Anz. der Listen:

3 ‘E_E“ | Abbruch|

i | 4 0.1

2 10 0.1 <
4z 0 4[»
OK..

HAichtine _och =

__ Statistik mit einer Variable
E Ergebnisdiagramm = X1-Liste: [ Xi :’ i
: X-Liste: B Héuﬁgkeitsliste:l P I T
= Ergebnisliste: E:l Bl Kategorieliste: [ J T
3 Anzeige Ein: | Neye Seite I ? it Kategorien; [ J I
o Seite teilen 1. Exgebnisspatte I X |
5| = 5 | ok | | Abbrucn| | &
A1| 0 410 T
Man erhélt ein Histogramm der Verteilung. OK driicken.
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13 Stochastik

€

- =0OneVar(

[ 0 0.3|Titel Statistik ...

2 1 0.2|% 25

3 3 0.3|2x 2.5

i 4 0.1]2x? 14.5

3 10 0.1|sx ;= sn-.|#UNDEF. |5
1| ="Statistik mit einer Variable" ‘ 4 I »

RAD {'f-' [ 5% |

“WichtigeV . och <

Auf der nachfolgenden Seite kénnen nun z.
B. der Erwartungswert p oder die einfache Sig-
maumgebung u — ¢ bzw. u + ¢ in das Histo-
gramm eingezeichnet werden.

Mit [menu] — 4: Analysieren — 8: Wert
zeichnen:

WE 1 Plot-Typ
(= 2: | 1. Entfernen

k 3 /2 Verschiebbare Gerade hinzufugen
it ] 2 2 2 Achsenabschnitt bei O fixleren
Lw 5t iy 4: Funktion zeichnen
111 6: [IA\ 5: Unter Funktion schraffieren
B4 6: Regression b
0. f 7. Residuen b

olE Ed 5 Wert zeichnen
i\ 9: Normal PDF anzeigen
£ |40 A Spur Modus

12
Die einfache o-Umgebung  [2,5-2,87;
2,5+2,87] kann auch mit eingezeichnet
werden.
50

13.2.2 Binomialverteilung

Bei einer Binomialverteilung sind folgende Gro-
Ben wichtig:

e p - die Wahrscheinlichkeit fiir einen erfolg-
reichen Ausgang des Experimentes

e q - die Gegenwahrscheinlichkeit

e 1 —die Anzahl oder Stufen der Experimen-

te
Em EWl > WichtigeVor..och<  RaD{JI|FA
p:=0.4 0.4 |
g=1-p 0.6
n:=90 20
=np 36.
4 64758
N .
]

Daraus lassen sich sofort der Erwartungswert
und die Standardabweichung o = \/n-p-q be-
stimmen. Im GTR kann man zwar die griechi-
schen Buchstaben auch eingeben, m und s sind
allerdings einfacher.

Mit k wird nun die Anzahl der Erfolge bei n
Versuchen bezeichnet.

Mit diesem Befehl berechnet man die Wahr-
scheinlichkeit von k := 30 Erfolgen bei n := 90
Versuchen:

Uber das Menii:

[menu] — 6: Statistik - 5:
Verteilungen — D: BinomialPdf
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ISR o]l < |

ﬁ E| P *WichtigeV..och <

Anz. Versuche, n: ‘ n

Wahrscheinlichkeit, p: lp

X-wert: | k

jg\ | Abbruch|

L3

Dort gibt man in diesem Fall unseren Varia-
blennamen ein. Man kann natiirlich auch die
Zahlen d

© Wahrscheinlichkeit von k Erfolgen bei n

Versuchen
k=30 30
binom Pdf(,,k) 0.037929

© oder ohne Variable

binomPdf(20,0 4, 30) 0.037929

Dies bedeutet, in ca. 3,8% der Fille haben
wir genau 30-mal Erfolg bei 90 Versuchen.

Hinweis: Man kann natiirlich den Befehl im-
mer auch iiber die Tastatur eingeben.

Diese Verteilung kann auch graphisch darge-
stellt werden.

Wenn Sie diese Ubung mitgemacht haben,
sollten Sie nun ein neues Problem (oder eine
neue Datei) 6ffnen:

Wir starten wieder mit einem Notes-Blatt
und tragen dort unsere Eckdaten ein:

Binomialverteilung

n=99 » 00
p=02+02

ki=seq (a,a, O,n) .
2,2,45,67.8,9,10,11,12,13,14,15,16,1

;;;;;;;
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13.2 Wahrscheinlichkeits- Verteilungen

Der Befehl seq(a,a,0,n) erzeugt auf eine ein-
fache Art eine Liste der Zahlen von 0 bis n.
Dieses sind die k (Anzahl der Erfolge) in der
Verteilung.

Nun fiigen wir eine neue Seite ein.

Nun 6ffnen wir eine List&Spreadsheet-Seite.

Wir benennen die erste Spalte mit ,k* (die
Anzahl der Erfolge bei n Versuchen) und
driicken auf Enter.

Sofort erscheint die Liste der Zahlen von 0
bis n.

Die zweite Spalte soll die Wahrscheinlichkei-
ten ,,pk* in Abhéngigkeit von k aufnehmen.

110128
Ak

*Dok =

8 pk C B =

=binompd f'(n, P. kl]

0
1..
2;
N
4

7| pk =binom§df (Il, p,k{]

Dabei ist n die Anzahl der Versuche, p die
Erfolgswahrscheinlichkeit und k die Anzahl der
Erfolge aus Spalte A.

Nach der Eingabe dieser Zelle fragt das Pro-
gramm fiir jeder Variable,

=binomPdf(n.p.K).
n: Spalte oder VVariable?

Variablenverweis |
Spaltenveiweis

Variablenverweis
4| s

KIC

o .l:~|u|w|-a 1] Q

2| pk:=binompdf (m, p.k)

ob mit n,p,k die Spalte oder Variable gemeint
ist. In diesem Fall sind dies natiirlich unsere Va-
riable, so dass wir das in alle drei Féllen d&ndern
mussen.

Mit [menu] - 3: Daten — 8: Ergebnisdia-
gramm gelangen wir zu diesem Fenster, das
entsprechend ausgefiillt wird.

o1
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13 Stochastik

X-Liste:
Ergebnisliste:
Anzeige Ein

|ok| | Abbruch|

— 4] D.bB0ZETT] =

F1| =4.6206807280262E-16

Breite [ 1

Ausrichtung l 05 ]

|0__K‘| |;\bbruch|

Ergebnis:

Achtung: Die Sdulen haben eine Breite von 5
Einheiten. Die muss nun noch gedndert werden.

Dazu klickt man mit der rechten Maustaste
auf eine der Saulen ...

41:Box Plot (Kastchengrafik)

[1:Gleiche Saulenbreite

2:Variable Saulenbreite )
|4 Farbe . ’

Wahlt 2-1 Gleiche Saulenbreite aus . ..

Stellt die Breite auf 1 und verschiebt die Sau-
len um -1/2 (nach links).

0.00

Die y-Achse optimiert man mit
b — 5: Zoom — 2: Zoom/Daten

£ 1 Plot-Typ »
5 2 Plot-Eigenschaften b
k 3 Aktionen »
4 4: Analysieren »

[+ 5! Fenster/Zd ¥ 1. Fenstereinstellungen ...
#l 6: Einstellund & RTINS PEIEITN
! 3 VergroRern

—0.15- | :
) ‘ 2 4: Verkleinern

0.00-1—7—A- e pe

0 20 40 . 60 80 10

Und so sieht es dann aus.
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13.2 Wahrscheinlichkeits- Verteilungen

X-Liste:
Ergebnisliste:

Anzeige Ein’ [ Neue Seite Im

|ok| |avbrucn| |

(”-"-“l'-‘-'“-’""llﬁ

€| pkum

13.2.3 Kumulierte Binomialverteilung

Die kumulierte Binomialverteilung kénnen wir
der Tabelle des vorherigen Abschnitts hinzufii-
gen.

€Ak 5 pk € pkum [P i
= =binompdfCn,'p, | et (n,p k)

1 0 4.62068E-16

2 1| 1.960496-14
i 2 4.11703€e-13

4 3 5.70502e-12

5 4| 586802611 S

< | pkum: =binomcdf’ (n,p,k] | b ‘ b

Die Spalte nennen wir z. B. pkum (fiir ku-
muliert).

Mit binomCdf (n,p,k) berechnen wir nun die
kumulierte, Summe der Wahrscheinlichkeiten,
daher das cdf.

Nun folgen wieder die Abfragen, ob es sich
um eine Spalte oder Variable handelt. Es sind
noch immer Variable,

Mit [menu] - 3: Daten — 8: Ergebnisdia-
gramm gelangen wir zu diesem Fenster, das
entsprechend ausgefiillt wird.

@O®®@ - |www.heinen-mg.de/TI - 19. Januar 2024

So sieht das Ergebnis aus:

20 40 60
k

80 100

Auch hier muss nun — wie im vorherigen Ab-
schnitt dargestellt -die Sdulenbreite wieder an-
gepasst und dann die y-Achse optimiert wer-

Il

0 80  1(
k

Dies waren nun viele Schritte. Jedoch kann
muss man nun zur Darstellung anderer Vertei-
lungen nur die Daten auf der ersten Seite &n-
dern und bei Bedarf die Graphen noch einmal
»,zoomen"“.

In der Regel benotigt man der Graphen aber
nicht. Siehe Losungsvorschlag fiir Hypothesen-

test in Kapitel [I3.3]
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13 Stochastik

13.3 Hypothesentests mit dem
GTR

13.3.1 Zweiseitiger Test bei einer
Binomial-Verteilung

Prinzipiell geht es beim Hypothesentest immer
darum, einen Annahmebereich A = [a,b] und
damit auch den Ablehnungsbereich A fiir die
einen vermuteten Wahrscheinlichkeitswert p zu
bestimmen.

Dies soll anhand eines Beispiels erfolgen.

Dem zu untersuchenden Problem
liege eine Binomialverteilung mit
n=123 und p=0.14 zu Grunde. Das
Signifikanz-Niveau wird mit 5% vor-
gegeben.

Damit ergibt sich

Hyp:p=0,14

und damit die Gegenhypothese

Hy : p#£0,14, also p < 0,14 oder p >
0,14.

Erhalt man in einem Test nun ein Er-
gebnis, dass auflerhalb des Annahme-
bereiches (hier ca. 95% um den Erwar-
tungswert) liegt, so kann mit einem
Fehler von ca. 5% angenommen wer-
den, dass die tatséchliche Wahrschein-
lichkeit ungleich pg ist. Damit kénnte
die Hypothese Hy verworfen werden.

Nun zum technischen Vorgehen.
In einem Notes-Blatt sieht dies z. B. so aus:

1.1

» *HypoTest=

Zweiseitiger Test
n=122» 123
p:=0.14 » 0.14

Damit kénnen die Kenngroflen als Variable
auf den folgenden Seiten genutzt werden.

Gesucht ist nun das kleinste

a mit P(X<a) > % = 0,025 als untere
Grenze des Annahmeintervalls und das kleinste

b mit P(X<b) >1-0,025=0,975

als obere Grenze des Annahmeintervalls.

Weg 1 — Uber die Tabelle

54

In einer neuen List&Spreadsheet-Seite tragt
man einfach die Formel der kumulierten
Binomial-Verteilung mit n und p (ohne weitere
Grenzen) in der Spalte A ein.

=-:’ =binomcdf('n,'p)

3] 0.007327|
10| 0.0166
1 0.033808
12| 0.062587|
13 0.106312
411 =0.023808322108486

Hier sieht man nun, dass der Wert in der
11. Zeile zum ersten Mal iiber 0,025 liegt. Da
die Zeilenzahlung aber mit 1 beginnt und dort
das k=0 ist, zeigt diese Zeile den Wert fiir a =
11 — 1 = 10 an. Dies ist die gesuchte untere
Grenze.

Die obere Grenze des Annahmeintervalls fin-

: =5inomcdf(;n,'pj

24 0.943984
= 0.966072)
0.980311|
2 0.989048
28| 0.994158

425] =0.96607236424893
Also b= (26 —1=)25
Damit ist A =

[0,9]U[26, 123].

Hinweis: Im Dokument ,,Wichtige
Vorgehensweisen mit dem TI-Nspire™ CX*
finden Sie im Kapitel (Binomial-

Verteilung) auf Seite [50| eine detailliertere An-

leitung zum Erstellen der Tabelle. Der oben be-

schriebene Weg ist der schnellste.
Weg 2 — Inverse Binomialverteilung
Eine weitere Moglichkeit ist die Losung mit

Hilfe der inversen Binomialverteilung.

Fir die linke Seite ist das kleinste a mit
P(X<a) > 0,025 gesucht:
Im GTR: [menu] — 5: Wahrscheinlichkeit

— 5: Verteilungen — C: Inverse Binomi-

al...

[10;25] und A =
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(oder man tippt direkt ,invbinom* ein).

Anz. an Erfolgen

13.3 Hypothesentests mit dem GTR

l025

Kumulative Wahrscheinlichkeit:

Anz, Versuche, n: | 123

Wahrscheinlichkeit, p:

Anzeigen von Ergebnissen:

[ ] Matrix-Form

o Aot

invBinom(0.025,123,0.14) » 10

Die Syntax lautet: invBi-

nom(Signifikanz,n,p).
Fiir die rechte Seite ist das kleinste b mit
P(X<b) > 1 —0,025 = 0,975 gesucht:
invBinom(1-0.025,123,0.14) » 25
Damit haben wir A = [10; 25] und damit A =
[0,9]U[25, 123]
Bemerkung:

Mit dem zusétzlichen Parameter ,,1“ im Be-
fehl ,,invBinom“ bekommt man den relevanten
Ausschnitt der Tabelle als Matrix angezeigt:

invBinom(0.025,123,0.14,1)
.| 9 0.0166
|10 0.033808]

invBinom(1-0.025,123,0.14,1)
. [ 24 0.966072
25 0.980311)

... und damit auch die Fehler 1. Art!

Weg 3 — Sigma-Umgebung

Ist o > 3 (die Laplace-Bedingung) kann man
zur Losung auch die bekannten Abschétzungen
(s. Klett Buch S. 298) verwenden.

Damit ist fiir das Signifikanzniveau 5% ent-
spricht A = 1,96 und A = [ — Ao;pu — A-o].
Mit dem GTR erhélt man:
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laa=1.96 » 196

a=m-las* 2.67739

b:=m+la s *» 24.7626
1-binomCdf(n,p,ab) » 0.050527

Also A = [10;25] gerundet!

Der Unterschied in der oberen Grenze von 24
zu tatsédchlich 25 ergibt sich daraus, dass die
Sigma-Abschitzung das Ergebnis einer Néahe-
rungsrechnung (Normalverteilung!) ist. Genaue
Werte liefert nur die Binomialverteilung direkt
(Siehe Weg 1 und 2 mit Kontrolle).

Zum Schluss:

Der Fehler (1. Art) betrégt

a:=P(A)=1-P(A)=

1-binomCdf(123,0.14,10,25) » 0.036288

D. h. mit einer Wahrscheinlichkeit von 3,63%
konnte man die Hypothese, dass p=0,14 ist,
verwerfen, obwohl es richtig ist.

13.3.2 Einseitiger Hypothesentest

Fangen wir mit dem linksseitigen Hypothe-
sentest an.

Dem zu untersuchenden Problem
liege eine Binomialverteilung mit
n=220 und p=0.24 zu Grunde. Das
Signifikanz-Niveau wird mit 5% vor-
gegeben.

Damit ergibt sich

Hy:p>0,24

und damit die Gegenhypothese
H:p<0,24

Erhalt man in einem Test nun ein Er-
gebnis, dass auerhalb des Annahme-
bereiches (hier ca. 95% auf der rechten
Seite) liegt, so kann mit einem Feh-
ler von ca. 5% angenommen werden,
dass die tatsédchliche Wahrscheinlich-
keit kleiner pg ist. Damit kénnte die
Hypothese Hy verworfen werden.
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13 Stochastik

In einem Lists&Spreadsheets-Fenster tragen
wir in der ersten Spalte wieder unsere Vertei-
lung ein.

=binomcdf(220,0.24)

0.04932
0.068648
0.093201

Da es sich um einen linksseiten Test handelt,
miissen wir den linken Rand untersuchen.

Gesucht ist nun das kleinste

a mit P(X<a) > 0,05 als unter Grenze des
Annahmeintervalls. Dies ist nun der Wert a =
44 — 1 = 43.

Das Annahmeintervall ist und das Ableh-
nungsintervall .

D. h., sollte der gefundene Wert kleiner gleich
43 sein, so kann Hy verworfen werden, denn die
Wahrscheinlichkeit, dass p < 0,24 ist betragt
nur noch o = 0,04932.

Beim rechtsseiten Hypothesentest sieht
der Ansatz wie folgt aus:

43

44

45

Dem zu untersuchenden Problem
liege eine Binomialverteilung mit
n=220 und p=0.24 zu Grunde. Das
Signifikanz-Niveau wird mit 5% vor-
gegeben.

Damit ergibt sich

Hg : pSO, 24

und damit die Gegenhypothese
Hy:p>0,24

Erhélt man in einem Test nun Ergeb-
nis, dass auflerhalb des Annahmebe-
reiches (hier ca. 95% auf der linken
Seite) liegt, so kann mit einem Feh-
ler von ca. 5% angenommen werden,
dass die tatsédchliche Wahrscheinlich-
keit kleiner pg ist. Damit konnte die
Hypothese Hy verworfen werden.

Nun suchen wir das kleinste
b mit P(X<b) >1-0,05=0,95
als obere Grenze des Annahmeintervalls.

56

= | =binomcdf(220,0.24)
62 0.913493
63 0.935095
64 0.952202

Die Tabelle liefert fiir b=63. Das Annahme-
intervall ist A = [0;63] und das Ablehnungs-
intervall A = [64;240].

Damit ist a=1-0,952202=0,047798.

13.4 Normalverteilung

Dieser Abschnitt wird bei Bedarf noch erwei-
tert.

Fiir die Normalverteilung steht die Funktion
normPdf (X,u, o) zur Verfiigung. Die Darstel-
lung erfolgt wie bei der Binomialverteilung.

Weiterfithrende Informationen finden Sie
auch im Kapitel Gauf3sche Dichtefunktion und
Normalverteilung ab Seite

13.5 Kumulierte
Normalverteilung

Dieser Abschnitt wird bei Bedarf noch erwei-
tert.

Fiir die Normalverteilung steht die Funktion
normCdf(U,X,u, o) zur Verfiigung.

Dabei ist U die untere Grenze und X der an-
gegebene Wert.

Die Darstellung erfolgt wie bei der Binomi-
alverteilung.

13.6 Generieren von
Zufallszahlen

Beispiele fiir die Erzeugung von Listen mit Zu-
fallszahlen (Rand om Numbers).

Die Funktionen zum Generieren von einzel-
nen Zufallszahlen findet man unter b — 5: Wahr-
scheinlichkeit — 4: Zufallszahl:
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s 1: Aktionen
L 21 Zahl

x= 3: Algebra
f&) 4: Analysis
[ 5: Wahrscheinlichkeit  [1: Fakultat ()

X 6 %2; Permutationen
ba 7:

3: Kombinationen

S¢g: |2 Ganzzahl 4: Zugallszahl
[ 9: {3 Binom 5: Verteilungen b
4. Normal
5: Stichprobe
6: Ausgangsbasis =

Eine ganzzahlige Zufallszahl zwischen 1 und
6 bzw. eine Liste von 10 dieser Zahlen erzeugt
man mit diesen Befehlen:

[
randint(1,6) ¢

7:=randInt(1,6,10)  {6,1,4,2,51,3,6,25}

Hier kurz die Syntax dieser Befehlsgruppe
anhand von Beispielen:

Zufallszahl
Rand() zwischen 0
und 1

10 Zufallszah-
Rand(10) len zwischen 0
und 1

Ganzzahlige
Zufallszahl
zwischen a

und b (a>b)

10 Zufallszah-
Rand(1,6,10) len zwischen 1
und 6

RandInt(1,6)

Daneben gibt es noch die interessante Befeh-
le randBin(n,p), randNorm(p,0).
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13.6 Generieren von Zufallszahlen
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14 Lineare Algebra

14.1 Elementare
Matrizen-Operationen

Um mit Vektoren und Matrizen zu arbeiten,
empfiehlt es sich, diese zunéchst einzeln zu de-
finieren.

Dazu verwendet man sinnvoller Weise die
Schablonen:

Bendtigt man eine Spalte mehr, so gelingt
dies mit der Tastenkombination [shift][enter].

Eine Zeile mehr erhalt man mit .

Da bei der Arbeit mit Matrizen vielen Zahlen
eingegeben werden miissen, ist es vielleicht rat-

sam, die Aufgaben auf L—'. Notes-Seiten zu
erstellen. Hier kann man Eingaben nachtrig-
lich &ndern, ohne alle folgenden Rechnung wie-
der neu eingeben zu miissen.

Prinzipiell kann man alle Rechnungen auch im
Calculator erledigen.

Um in einer Note-Seite Berechnungen durch-
fithren zu konnen, muss man mit [Strg]M eine
»2Mathbox“ 6ffnen. In dieser kénnen die {ibli-
chen Berechnungen durchgefithrt werden.

Skalar-Multiplikation und Addition von Vek-
toren:

58

Skalar-, Vektor- und Matrizen Multiplikatio-
nen:

5 17 5 7
3-ml * |:3 9:|
15 21
ml-vl » [7i|
19
m2;=[9 8] . [9 8:|
0 2 0 2

ml-m2 * |:9 14]
45 54

m2-ml [49 33]

10 14
Auch das Invertieren eine Matrix ist einfach:
Eingabe fir m1: ml © -1

7 3
mil+|8 8
5 1
8 8
1 4
m2 19 9
0o+
2

Es sind natiirlich nur giiltige Operationen er-
laubt.



14.2 Lésung beliebiger linearer Gleichungssysteme

14.2 Losung beliebiger linearer
Gleichungssysteme

Der TI-Nspire™ kann beliebige lineare Glei-
chungssysteme auf ihre Losbarkeit hin unter-
suchen.

Betrachten wir folgendes Gleichungssystem:

20 +2y—2=4
20 + 2y — 2z =4

Im Calculator-Fenster wéhlen wir iiber das
Menti:

[menu] — 3: Algebra — 2: System linea-
rer Gleichungen lésen. ..
T 1: Aktionen
15 2: Zahl
x=3i|1: Numerisch Lésen
e 4: 2
9 5: |3 Polynomwerkzeuge b
X 6: Statistik 4
85 7: Matrix und Vektor 2

2
2

$€8: Finanzen
[fa] 9: Funktionen und Programme

Anzahl der Gleichungen

Variablen: | x v 7| |

Geben Sie Variablennamen ein (durch Komma: |
getrennt)

|ok| [ Abbruch|

=

Und erhalt

Il 2.1 I' 2.2 || 2.3 |} *WichtigeVor..
Axyz}

==
‘—o - h-l‘

.

linSolve

' -

1==9 1==1

i

-

Nun fiillen wir die Felder entsprechend aus
und driicken auf Enter:
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2 x+2 y—-z=4
linSolve|(x-2 y+2 z=0
2 x+2 -2 2=1

Axyz}

- =0
3 3

Damit haben wir die Losungen fiir x, y und
z bestimmt.

Sdhe das LGS wie folgt aus, gibe es keine
Losung.

2 x42 y-z=4
linSolve|{x-2 y+2 z=0, X,}’.z}

"Keine Losung gefunden”

Auch das verrdt uns der GTR.
Aber auch mehrdeutige LGS erkennt der TI-
Nspire™ und bestimmt die Losungsmenge:

2 x+2 y—z=4
linSolve|{x-2: y+2 z=0 @
2 x+2 y—=z=4
4 ¢ Sc1 2
——— +=_c1
a3

Da der Rang der Matrix A gleich dem Rang
der Matrix Ab kleiner als 3 ist, ist das LGS
mehrdeutig 16sbar.

Die Losung ist so zu lesen: Wir setzen z=cl
(im Unterricht oft mit k bezeichnet!). Dann ist

y:%-i-% und z = 2 — <L oder als ,,Ge-
-1

3 3

rade” aufgeschrieben: +cl -

O Wi Wik
= oot W

Bemerkung:

In Kapitel[10] (GauB-Verfahren) werden diese
Funktionen behandelt.
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15 Besondere Aufgabentypen (nicht nur) aus

dem Abitur

Neben den in diesem Dokument vorgestellten
Standardaufgaben finden sich in den bis jetzt
gestellten Abituraufgaben folgende Problem-
stellungen.

15.1 Lineare Algebra

Denken Sie bitte immer beim Losen von Linea-
ren Gleichungssysteme (LGS) aus Zeitgriinden
an die linsolve()-Funktion.

15.1.1 Leontief-Modell

Bestimmen Sie die fehlenden Groflen (aus ei-
nem Diagramm oder einer Tabelle):

A B C y X
A 23 20 a 40 93
B 15 a+22 35 94
C 14 40 c 87
Losung;:
23+20+a+40=93
linSolve( 15+a+22+b+35=94 ,{ a,b.c }

| 14+40+8+c=87
» 110,12,25 }

15.1.2 Untersuchung der Losbarkeit von
LGS

Ebenso bei der Untersuchung auf Losbarkeit
von LGS ist der GTR hilfreich.

Beispiel: Ist das folgende LGS eindeutig 16s-
bar?

3z + 12y — 32 =12
—2x+ 10y + 2 =20
20 + 44y — 42 = 30

Losung;:

60

3012 -3 12 9
mefll -2 10 1 20|’ -1
3 a4.-4 20 |* * g

Rang(A) < Rang(A|b) = 3 => zugehoriges
LGS ist nicht l6sbar.

ODER

Beispiel: Ist das folgende LGS eindeutig 16s-
bar?

3z + 12y — 32 =12
—2x 4+ 10y + 2 =20
20 + 44y — 42 =64

Losung:
-7 -20
10 — —
3 12 =3 132 9 9
mefll 5 10 1 20]| "] il M
L) — —
2 44 -4 64) |7 T g g
00 0 0

Rang(A) = Rang(A|b) < 3 => zugehoriges
LGS ist mehrdeutig losbar.

Siehe auch Kapitel

15.1.3 Stochastische Matrizen

Eine entsprechende Problemstellung bzw. Auf-
gabe fiihrt zur sogenannten Ubergangsmatrix
oder auch stochastischen Matrix P und ei-
nem Startvektor Z. Nach einer Periode hat
sich die Verteilung zu P - £ gedndert.



linSolve

15.1 Lineare Algebra

0.5- g7+0.2

0.3- g140.2

[
-~
£
b=

+g2+0.3- g3=g7
+g240.3- g3=g2,

[0.5 0.2500.3] [0.5 0.25 0.3 =
P*=|0.3 0.25 0.3| 0.2 0.25 0.3
0.2 0.5 04| [0.2 05 0.4
[100] [100
X:= 200 200
|100] |100
130.
X" (110.
160.
Durch 2z B. 10-fache Wiederholung
(Markoff’sche Kette) erhdlt man die-

sen Ergebnis-Vektor bzw. diese Verteilung.
Eingabe p~ 10

StochMatrix
10 -.BSFL—LB 0.357142 0.357143
P " |0.285714 0.285714 0.285714
0.357143 0.357143 0.357143
oder
142.857
10
P "X’ |114986
I;].-i...k(
142,857

Andert sich die Verteilung also der Vektor
durch die Multiplikation mit der Matrix nicht
mehr, so spricht man von einem Fixvektor wie
hier zum Beispiel.

110 110.
P88 |7 | 88. |
110 110.

Im Folgenden wird aufgezeigt, wie dieser
bestimmt wird.

Die Grenzverteilung bzw. Gleichge-
wichtsverteilung bzw. der Fixvektor § wird
bestimmt durch das Gleichungssystem P-§ = g
oder auch (P — E) - § = 0. Das zugehérige
lineare Gleichungssystem ist nicht eindeutig
lésbar. Die einzelnen Komponenten von ¢
werden hier mit g1, g2 bzw. g3 bezeichnet.
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0.2 g7+0.5- g2+0.4- g3=¢3

{gf 22,83 }

» {¢1,0.8 ct,c1}

In unserer Schreibweise (cl1 durch t er-
setzt) ist eine Losung also gegeben durch § =

t 1
0,8¢| =t-]0,8

t 1
nicht eindeutig bestimmt. Im vorherigen Bei-
spiel ist t=110.

Um die Spalten der Grenzmatrix zu erhal-
ten, muss der Fixvektor bestimmt werden, des-
sen Spaltensumme 1 ergibt, oder anders ausge-
driickt: Fiir welchen Faktor t gilt t-1+¢-0.8+
t-1=1.

t=nSolve(t- 1+t 0.8+t 1=1) » 0.377143

thapproxFraction() » —
14

. Dieser Fixvektor ist

Mit dem Befehl Berechnen oder [menu] -
2: Zahl - 2: In Bruch approximieren erhélt
man die Bruchdarstellung der Zahl t.

Die Markoff’sche Kette strebt unter gewissen
Voraussetzungen einer Grenzmatrix entgegen.
Diese Grenzmatrix G besteht nur aus den
Spalten des Grenzvektors (mit dem oben be-
rechneten t), auch zum Abschluss in der Bruch-
darstellung.

t t t
£510.8-t 0.8t 0.8t
I t t
0.357142 0.357143 0.357143
* 10.285714 0.285714 0.285714
357142 0.357143 0.357143
14 14 14
glappmel‘action(S.E*l%) |2 5 & \
5 5 s
14 14 14J
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15 Besondere Aufgabentypen (nicht nur) aus dem Abitur

Diese Matrix é&hnelt schon sehr p~ 10.
Egal mit welchem Startvektor diese Matrix
multipliziert wird, das Ergebnis ist bei hinrei-
chend groflen Exponenten immer nahe einem
Gleichgewichtsvektor.

15.2 Stochastik

Im Abitur kénnen auch neuartige Problemstel-
lungen auftauchen.

15.2.1 Ausprobieren mit der
kumulierten Binomialfunktion

»n* wird gesucht

Ein Beispiel: Ein gelieferter Karton enthélt je-
weils mit einer Wahrscheinlichkeit von 2 % kei-
ne fehlerhaften Artikel.

Ermitteln Sie die Anzahl der Kartons, die
die Lieferung an die Weiterverarbeitung min-
destens umfassen miisste, damit diese mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 80% mindestens
vier Kartons ohne fehlerhafte Akkus enthélt.

Losungsansatz 1 durch Probieren:
In einen Notes-Fenster tragt man die Varia-
ble n und die Binomial-Funktion ein:

n:=200 * 200

binomCdf(n,0.02,4,n) * 0.568505

LT

Durch dndern von n ndhert man sich der ge-
suchten Losung.

Losungsansatz 2 durch Probieren mit
Schieberegler:

n* 3?5.|

binom Cdf(n,0.02,4,n) * 0.801156

-~

N =a/0.

%

5. 400,

Im Notes-Fenster kann man die Variable n
einfach variieren. Hier noch komfortabler mit
Schieberegler:

Schiebereinstellungen

Variable: |

Anfangswert: | 275

Minimum: |5

Maximum: |400

Schrittweite: [ 1

Stk | Horizontal

~
=l

| o | | Abbrucn|

Wichtig: Die Schrittweite muss auf ,,1* ste-
hen, da nur ganzzahlige Werte fiir n erlaubt
sind.

Mit der Cursortaste kann man nun nach links
oder rechts fahren.

Anmerkung: Mit ,nSolve()“ kann man hier
nicht arbeiten, da zum Einen nur ganzzahlige
Ergebnisse moglich sind und zum Anderen die
Variable in zwei Argumenten benutzt wird.

»p* wird gesucht

Ein Beispiel: Ermitteln Sie, fiir welches
p die Wahrscheinlichkeit ca. 62% betragt,
dass das Erfolgshdufigkeit in einem 75-
stufigen (n=75) zwischen 0 und 30 liegt.
Gesuch wird also die Loésung der Funktion
binomedf (75, p,0,30) = 0.6

Losungsansatz 1 durch Probieren:

p* 0.39

binomCdf(75,p,0,30) » 0.619275
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Schiebereinstellungen

\ariable:

Anfangswert: [ o
Minimum: | o

Maximum: | 1

i

Schrittweite: | g go1

Lésungsansatz 2 durch Berechnen:
nSolve (binomCdf(75,0,30)=0.62,0,0,1)
» 0.289892

Die gesuchte Losung wird sofort angegeben,
wobei die beiden letzten Argumente der nSol-
ve()-Funktion die untere Grenze ,,0“ und die
obere Grenze ,,1“ beschreiben, da 0<p<1 gel-
ten muss. Sonst kommt es zu einem Fehler.

Intervall bzw. seine Grenzen gesucht

Losungsansatz 1 durch Probieren:

Ein Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit einer
Beschidigung eines Artikel betrdgt p = 0,03,
untersucht wird eine Gesamtzahl von n = 1500.
Bestimmen Sie ein zum Erwartungswert sym-
metrisches Intervall, in dem die Anzahl der be-
schddigten Glasteile mit einer Wahrscheinlich-
keit von etwa 70% liegt.

Hier empfiehlt es sich auch wieder im Notes-
Fenster zu arbeiten, da man wie in einer Tabel-
lenkalkulation einzelne Wert dndern kann und
abhéngige sofort neu berechnet werden.

Es ist glnstig, den Abstand um
den Erwartungswert g als Parameter
zu wahlen. Wir beginnen z. B. mit 4

raD {11 FR

3 Abituraufg001 =

p:=0.03
m:=1500 * 1500
ip:=0.7 » 0.7 Intervallwahrscheinlichkeit

mu:=n-p * 30.

__ﬁ__:_

o

é‘

B

|

L 3

=

o

e |

o

(1]

b, |

3
T |

binom Cdf (n,p,mu —abstand,mu+ abstand)
» 0.77041¢6

Dies ist zu wenig, also abstand := 5.

15.2 Stochastik

abstand:=5 * 5 Untere Grenze andern!

binomCdf (n,p Jnu-abstand,mu+ abstand)
» 0.690244

Dies ist schon ziemlich genau. Ist abstand :=
6 besser?
abstand:=6 * r_'-|Untere Grenze andern!

binom Cdf’ (n, p,mu-abstand,mu+ abstand)
» 0.770416

Nein. Also lauter die Losung [30—5; 304-5] =
25:35] da P(24 < X < 35) = 0,69 ~ 0,7
betragt.

Losungsmoglichkeit 2 durch Ausrech-
nen:

Auch hier kann wieder die Funkion nsolve()
helfen.

rap {711 P9

*Abiturautg001 —

p:=0.02

n:=1500 » 1500

ip:=0.7 » 0.7 Intervalwahrscheinlichkeit
mu:=n-p * 20,

nSolve(bino mCdf (n,p,mu—a,mu+a) =ip,a.0,n)

> B,

Zu Erklarung des Befehls: Hier ist als Varia-
ble fiir den Abstand der Buchstabe a gewéhlt.
Dann ist der nSolve-Befehl wie folgt zu lesen:
Lose die Gleichung binomcdf (n, p, mu—a, mu+
a) = ip, wobei a der Abstand ist und a die Wert
von 0 bis n maximal annehmen kann. Man er-
hélt sofort die richtige Losung.

15.2.2 GauBsche Dichtefunktion und
Normalverteilung

Dieses Kapitel zeigt, woher die Werte fiir A in
den Hypothesentests bzw. die Bedeutung der
o-Umgebungen herriihren. Diese konnen sogar
mit dem GTR berechnet werden.

Im Kapitel ab Seite werden
Binomial-Verteilungen untersucht. Beispiels-
weise ergeben n = 89 und p = 0,39 folgende
Werte fiir den Erwartungswert m und die Stan-
dardabweichung s

Hinweis: Im Folgenden werden fiir den Er-
wartungswert sowohl p als auch m bzw. fir die
Standardabweichung ¢ oder s verwendet.
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15 Besondere Aufgabentypen (nicht nur) aus dem Abitur

n=8% 89 p:=0.39 > 0.29

m:=np* 34.71[

si=yn- p* { l—pj » 4.60142

Léasst man die Werte der Binomialverteilung
in einem Tabellenblatt Lists & Spreadsheet auf-
tragen

Ak E pk g
=seq(a,a,1,'n) =binompdf('n,'p,'k)

I

1 1 4.46149€e-18
2 1.25507e-16
3 3 2.32702e-15

8]

und dann mit menu - 3 Daten - 8 Ergeb-
nisdiagramm mit der Variablen k und pk auf
einer neuen Seite anzeigen, erhilt man dieses
Sadulendiagramm.

I1.£| 1.9 [1.10 RECEENEMIE

0.09

raD [I] X

k

Hierin sind der Erwartungswert und die ein-
fache Sigma-Umgebung [m — s; m + s] eingetra-
gen.

m * 34.71

m-s* 50.10&1

m+s * 39.2114

binomCdf(n,p,m—s,m-l-s] » 0.670462

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ergebnis zu-
fallig in diesem Bereich landet, ist gegeben
durch die kumulierten bzw. aufaddierten Wer-
te von k = 31 bis k = 39. Dies entspricht ge-
nau den Flacheninhalten der S&ulen in diesem
Intervall. Hier betragt der Wert ca. 67%. Die
Binomialverteilungen beschreiben diskrete Zu-

fallsgrofen, da hier von k keine Zwischenwerte
wir z. B: 3,7 sondern nur 3 oder 4 angenommen
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werden konnen.

Diese Ergebnis ist aber von allgemeinerer
Natur, wie die folgenden Uberlegung zeigen
werden.

Dazu betrachten wir zunéchst sogenannte
die Gaufische Dichtefunktion, welche eine all-
gemeine jetzt stetige stochastische Verteilung
beschreibt. Stetig deshalb, weil hier fiir x alle
reellen Zahlen eingesetzt werden konnen.

s

— ;\"‘"

Im folgenden Fenster sind die GauBsche
Dichtefunktion und deren (numerisch bestimm-
te) 2. Ableitung dargestellt.

il » Mormalve..ung RAD D e
0.56 Ay
(0,0.399)
£1(x)=9(x)
'-._‘ 0.05 .'. x:
3.04 (-1,0 ]' 0.2 ' (1,0) 2.96
£2()="—(ol)) *,
dx 041

Man erkennt, dass das die blaue Kurve dem
Séulendiagramm &hnelt, aber (stetig) durchge-
zogen ist. Auffallig sind hier das Maximum bei
x = 0 und die Wendepunkte bei 1, der einfa-
chen (auf 1 normierten) Sigma-Umgebung.

Mit Hilfe des Integrals wird der
Wahrscheinlichkeits-Wert  fiir drei Sigma-
Umgebungen berechnet, da die Fliche unter
der Kurve - wie im Siulendiagramm - die
Wahrscheinlichkeiten angibt.
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*Normalv..ung

rap [l X

15.2 Stochastik

1 Sigma Umgebung
J =

2 Sigma Umgebung

3 Sigma Umgebung

o e |

N *Normalv.. ung RAD D .4
.m+1- s .
h Sigma f(x) dx » 0.682689
Jm-1's
‘m+2- s
2 Sigma f(x) dx » 0.9545
Jm-2-58
-m+3- s
3 Sigma f(x) dx » 0.9972
Jm-2's
el .

Hier ergibt sich fiir die einfache Sigma-
Umgebung ein Wert von 68,27%. Dies ent-
spricht ungefihr dem Wert fiir unsere Beispiel-
verteilung am Berginn des Kapitels.

Mit Hilfe der Formel f(z) = 1. ¢ <m;—“ er-
hélt man eine Form der Normalverteilung, die
der urspriinglichen Binomialverteilung sehr na-
he kommt.

1.2 [13 rap [I] X

1.4 "L'-Jorma[-u' ung

Normalverteilung
n:=89 » 89 p:=0.29 *» 0.29

m=n'p * 34.?l|

s:=Jn-p- (1—p] » 460142

X—Im

rt\-)%- 0

» Fertig
s

v

In der folgenden Grafik sind die angendherte
(stetige) Funktion sowie die konkrete (diskrete)
Binomialverteilung iibereinander gelegt.

S 1.5 *Normalv..u
D.095 1Y
{xl(r]=r
y1(¢)=binomPdf(n,p,?)
£3(x)=t(x)
0.005 -
10 2 1DE

Fiir die drei Umgebungen ergeben sich auch
hier wieder die entsprechenden Wert.
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Will man die Annahmebereich von Hypothe-
sentests ohne GTR bestimmen, so nutzt man
die sogenannten \-Werte, dies sind die Fakto-
ren der Sigma-Umgebung.

Der GTR kann sogar die Vielfachen (\) der
Sigma-Werte fiir eine 90%, 95% und 99% Um-
gebung bestimmen.

15 1.6 1.7 IWICIEIEGE rap [l X
. s
!
nSolve| | olx) dx=0.9,7| » 1.64485
J-
[ 7
nsolve |p(.\'] dx=0.95,7] * 1.95996
J-i
¥
nSolve| | olx) dx=0.99,7| » 2.57583
J-i

Beispielsweise gibt der erste Wert an, dass
ein Ergebnis mit ca. 90%-iger Wahrscheinlich-
keit im Intervall [p—1,64-0; u+1,64- 0] liegen
wird.
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